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ПРЕДИСЛ0В1Е. 

(1/оставленле предлагаемаго руководства вызвано желашомъ, из

лагая начала тригонометрш по возможности кратко, обратить должное 

вшшаше на основныя мьтта курса. Съ этою Ц Е Л Ь Ю , между прочпмъ, 

упрощ'шы доказательства теоремъ и выпущены нзлншшя подробности, 

какъ напр., разложеше въ строку синуса и косинуса угла. вслвдств1е 

неубедительности доказательства для ученпковь, не зиающихъ теоремъ 

о СХОДИМОСТИ рядовъ. Каждая глава курса сопровождается еобрашемъ 

задачъ: пока у ученпковъ н'Ьтъ навыка въ р-Ьшенш пхъ, двлаются 

указашя или знакомъ * показывающпмъ, что рЪшеше данной задачи 

облегчается знашемъ рЬщешя задачи, непосредственно предшествующей, 

пли померомъ той задачи, рЬшеше которой въ какомъ-нибудь отношенш 

сходно съ р'Ьшешемъ предложенной. 

Давловскъ н.'Д. 



ГЛАВА I. 

§ 1. Стороны к у г л ы треугольника, какъ ИЗВ-SCTHO нахо
д я т с я въ т а к о й зависимости м е ж д у собою, что, зная и з ъ этихъ 
шести в е л и ч и н ъ три к а к 1 я - н и б у д ь ( в ъ числъ- и х ъ д о л ж н а б ы т ь , 

по крайней м-вр-Ь, одна сторона и л и величина, отъ нея непосред
ственно з а в и с я щ а я , напр., высота, периметръ и т. п.), м о ж н о 
н а й т и остальныя три и л и , какъ говорятъ, ръшить треугольникъ. 

Геометр1я ръшаетъ треугольники построешемъ, тригоно-
метр1я')—вычислешемъ. На практике первый способъ представ-
ляетъ неудобства. Въ самомъ дълтз, построивъ треугольникъ п о 
даннымъ элементамъ, мы должны для измърешя неизвъстныхъ 
изм-врить ихъ транспортиромъ и масшгабомъ, отъ несовершенства 
которыхъ зависитъ приближенность получаемыхъ результатовъ. 
При переходе къ дъйствительнымъ размърамъ треугольника 
неточность опредвляемыхъ элементовъ увеличивается. Неудовле
творительность такого „графическаго" ръшешя треугольниковъ 
заставила обратиться къ ръшеш'ю ихъ вычислешемъ, такъ какъ 
результаты при этомъ получаются съ желаемою степенью точности; 
но здТэСь явилось затруднеше: для того чтобы ввести въ вычисле-
nie стороны и углы треугольника, надо было найти числовыя 
соотношешя между ними, т.-е. связать ихъ тремя уравнешями 
(такъ какъ неизвестны три величины), для чего надо выразить 
ихъ въ одинаковыхъ единицахъ, а между тъмъ углы и сто
роны—величины разнородныя. Въ виду этого ввели въ вычислеше 
вместо угловъ прямыя, такъ связанныя съ углами, что, зная уголъ, 
можно найти соответствующую ему прямую, и обратно. Такимъ 
образомъ, з а д а ч а сводилась къ тому, чтобы связать эти прямыя 
с о сторонами треугольника. 

Греки ввели хорды; причина э т о г о заключается въ сл%дую-
щемъ. Опишемъ изъ вершины даннаго угла, какъ изъ центра, 
какимъ-нибудь рад!усомъ дугу и проведемъ е я хорду. Хорда эта 
непрерывно увеличивается съ увеличешемъ угла отъ 0° до 180°, 

') -r>i-;<ovov—треугОЛЬНИКЪ, иетргш — ИЗМЪряЮ. 
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след., каждому изъ угловъ отъ 0° до 180° с о о т в е т с т в у е м хорда 
определенной величины. Если измеримъ эти хорды тою же еди
ницею, что и рад1усъ, то и получимъ такъ называемый тригоно
метрическая числа грековъ. Въ сочинеши Клавд1я Птоломея 
(125—140 по P. Хр.), Msya / .Tj SovTotSu, извъттномъ более подъ 
арабскимъ назвашемъ Альгаместа, помещены тригонометричесмя 
числа при рад1устз, равномъ^бО единицамъ длины. 

Индусы употребляли перпендикуляръ, опущенный изъ конца 
(А) одного pадiycа (АВ) на другой (ВС). 
Перпендикуляръ этотъ увеличивается непре
рывно съ увеличешемъ угла отъ 0° до 90°. 
Если измерить перпендикуляры, соответству
ющее всемъ острымъ угламъ, тою же едини
цею, какою измеренъ рад1усъ, то получимъ 

Фиг. 1. тригонометрическая числа индусовъ. 
Изъ сказаннаго видно, что тригонометричесюя числа грековъ 

и индусовъ справедливы при одномъ определенномъ рад1усе. 

§ 2. При вычислешяхъ перпендикуляры оказались удобнее 
хордъ, вследств1е чего и вошли во всеобщее употреблеше. Отъ 
индусовъ они перешли къ арабамъ ] ) , а отъ этихъ последнихъ— 
къ намъ. Теперь, впрочемъ, употребляютъ не самый перпенди
куляръ, а его отношеше къ • рад1усу; причину это выяснимъ 
впоследствж (§ 5), а теперь покажемъ, какъ можно, зная, это 
отношеше, решать треугольники. 

Задача. Вычислить площадь и углы треугольника ABC, 
въ поторомъ АВ=Г, АС=8 м.. £A=S(f. 

Обозначимъ площадь чрезъ S; имеемъ 
R S = l / 2 AC. BD, 

гдв BD — высота. Изъ тригонометриче-
' \ BD 

/ д _ \ скихъ таблицъ (§ 42 и след.) н а й д е м ъ , ч т о - j T j 
A D ""С А 

фиг. 2. Лля угла А въ 30 е равно ! /г , след. , 
BD — \/2 АВ = 2,Ь м., а потому 8 = л1аАС. АВ = \0 КВ. М. 
И з ъ Д ABD найдемъ, что AD=4,33 м. Далее , DC=AC—AD=3,67 м., 
а изъ. Д ВВС найдемъ, что 5 С = 4 , 4 м. 

. 1) Самыиъ древнпмъ изъ арабскихъ аетрономовъ, пигавшихъ о трпгонометрш, 
былъ Лль-Батавн; въ своемъ сочивеми . ,0 двнженш зк'вздч." опь указываете преи
мущества употреблев1я периенднкулкровъ, которые у арабонъ назывались g a i b : г.ъ 
начал* ХП в. Платонъ ТибуртинскШ неревелъ это сочинев!е на лашискШ ялыкъ, 
передавъ слово g a i b словомъ s i n u s (синуеъ*. 
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Д л я отыскашя угла С замЪтимъ, что „ ? 1 - = 0 , 5 6 , а и з ъ т а б л и ц ъ м ы 

нашли бы, что такое отношеше соотв-Ьтствуетъ углу въ 34°3', 
сл-вд., / С = 3 4 ° 3 ' . 

. § 3 . Измерен!? УГЛОВЪ. Углы измъфяютъ угломъ, приня-
тымъ за единицу. Величину угла выражаютъ числомъ, показываю-
щимъ отношеше даннаго угла къ угловой единиц-fe. Угловой еди
ницей, кромъ прямого угла (съ его частями— градусами), считаютъ 
еще центральный уголъ, дуга котораго равна рад1усу своей окруж
ности. Уголъ этотъ—величина постоянная. Въ самомъ д-вл-в, 
извъстно, что центральные углы пропорцюнальны своимъ дугамъ, 
поэтому, обозначая новую угловую единицу черезъ т, а рад1усъ 
чрезъ г, имтземъ 

-г 2d 
а : т— -^ • г, откуда т — — , 

Теорема. Марой всякого угла служить отношеше его дуги 
къ ея радгусу, если угловой единицей считать центральный уголъ, 
дуга котораго равна своему padiycy, 

Обозначимъ величину даннаго угла чрезъ а, его дуги чрезъ Ъ; 
имъемъ 

a b , 4 . 0 

= , но т=\, слъд., а = т г г 

Если положимъ, что угловой единиц-fe соотвътствуетъ дуговая 
единица, какъ это мы д-Ьлали при выражеши угловъ въ граду-
сахъ, т. е. что при т=1 и г = 1 (при этомъ абсолютная длина 
рад1уса произвольна; она можетъ и не равняться линейной еди
нице— 1 метру и т. п.), то изъ предыдущей пропорщи получимъ: 

а = Ь, 
т,-е. въ углп> столько (а) разъ содержится угловая единица, 
сколько (Ь) разъ въ его дуга—пуговая (рад1усъ), или, короче, 
числа, выражаюиця величины угла и его дуги, одинаковы. 

При помощи этой новой угловой единицы, называемой paOi-

аномъ, прямой уголъ выразится числомъ ^ = 1,5707.., потому что 

2-г -

въ его дугтз рад1усъ г содержится ^ разъ; уголъ въ 45 выра

зится числомъ , уголъ въ 30°—числомъ '" и т. д. 
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Переходъ отъ одного выражешя угловъ къ другому совер
шается при помощи равенства 2яг = 360 , служащего для пере
хода отъ градуснаго выраженля дурь къ линейному, полагая 
в ъ немъ r = 1. 

. § 4 Тригонометрическая линЙа. Д а н ъ / ^ в с = ж ( ф и г 3). 
И з ъ вершины его опишемъ произвольнымъ рад1усомъ дугу АС. 
Точку С будемъ называть началомъ, точку А—кот\омъ дуги, 
а рад1усы ВС и АВ соответственно начальнымъ и конечнымъ, 
И з ъ конца дуги опустимъ на ВС перпендикуляръ АЕ и въ на
чал* дуги проведемъ касательную CD до встречи съ продолже-
шемъ конечнаго радиуса. 

Прямыя АЕ, DC и BD называются лишями синуса, тан
генса и секанса, т.-е. лингей синуса называется перпендикуляръ 
изъ конца дуги на начальный радгусъ; лингей тангенса назы
вается часть касательной въ началгь дуги, считая ее отъ этого 
начала до встртчи съ продолжетемъ конечнаго padiyca; лингей 
секанса называется отргьзокъ, соединяющш вершину угла съ 
концол1ъ линги тангенса. 

Возставимъ въ В перпендикуляръ къ ВС, получимъ 

Р Z АВН= 2 ~ х ' У г о л ъ АВН называется 

дополнительнымъ (углу ABC до ^ ) . Вообще, 

если сумма двухъ угловъ равна ^ или 90 : , то 

одинъ изъ нихъ называется дополнительнымъ 
другому. Ясно, что ВН будетъ стороною 
всякаго дополнительнаго угла, а положеше 
другой его стороны АВ изменяется съ изме-

нешемъ величины даннаго угла ABC, поэтому ВН будемъ на
зывать начальнымъ рад!усомъ, АВ конечнымъ, а точки И и 
А—соответственно началомъ и концомъ дуги АН дополнитель
наго угла. 

Прямыя AN, НИ и ВМ, т.-е. линш синуса, тангенса и 
секанса дополнительнаго угла, называются литями косинуса, ко
тангенса и косеканса даннаго. 

Нримтчанге. Такъ какъ AN = BE, то мы, въ силу Н-БКО-
торыхъ удобствъ, будемъ впоследствш называть литей косинуса 
прямую BE, т.-е. проекцт конечнаго padiyca на начальный. 
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• § 5- Теорема- Отношеше тригонометрическихъ лиши угла 
жь рад|усу дуги не зависятъ отъ величины рад*|уса. 

Описавъ изъ вершит»*-? даннаго 
угла ABC (фиг. 4), какъ изъ центра, 
несколько дугъ DN, АС и т. д., про--
ведемъ линш синуса DM, АЕ,... Изъ 
подоб1я треугольниковъ BDM, ABE,... 
находимъ: 

DM _ АЕ _ 
BD ~ ВА ' Фиг. 4. 

т.-е. это отношеше есть величина постоянная для даннаго угла. 
То же самое можно доказать относительно другихъ тригоно

метрическихъ лиши. 

§ 6 ТриГ0Н0МетричеС1ПЯ величины. Отношеше триго
нометрическихъ лиши къ рад1усу называются тригонометрическими 
величинами 1) угла, каждое въ отдельности синусомъ, тангенсомъ, 
секансомъ, косинусомъ, котангенсомъ, коссекансомъ; въ письме ихъ 
обозначаютъ такъ: since, cosx, tgrr, ctga;, sex, csca;. 

Истину предъидущаго §-a можно выразить такъ: у даннаго 
угла—одинъ синусъ, одинъ косинусъ,.... 

- § 7 . Сказанное въ § 5 показываетъ, что тригонометрически 
величины можно брать при какомъ угодно рад1усе. Такъ какъ при 
рад1усе, равномъ 1 длины, тригонометричесюя величины и длины 
соответствующихъ лиши выражаются одинаковыми числами, то мы, 
считая рад1усъ равнымъ 1, будемъ обыкновенно писать (фиг. 3): 

AE=sinx, DC=tgx, BD=scx, 
BE—cosx, MH—cigx, BM—cscx. 

Нримтчанге. Т а к ъ какъ AE=cos (90°—x), B E = s i n (90 е—x) 
и т. д. , то след. , sin ( 9 0 ° — x ) = c q s x , COS (90°—cc)=sin:c и т. д, 

§ 8. Соотношешя между тригонометрическими ве
личинами оетраго угла. Данъ £АВС=х (фиг. 3). Проведемъ 
его тригонометричесюя линш. Изъ прямоугольнаго треугольника 
ABE имеетъ: 

АЕ2-^-ВЕ2=АВ2 или s i n 2 x + c o s 2 a ; = l . . . . (1) 
И з ъ подоб1я треугольниковъ ABE и DBC имеемъ 

DC АЕ tex s\nx , sinx 
v,,-, = , т.-е. -Ц— = , откуда t g x = , . (2) 
ВС BE' 1 cosx' J cosx 

1) Иначе ваз. триговометрическими функшями. Функшей наз. величава, опре-
дъменнымъ образомъ зависящая отъ другой и одновременно съ нею «меняющаяся, 
напр., окружность есть функщя рад1уса. 
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BD ВС sex 1 • 
и Ш = Ш ' т - е - П Г = ^ ь°**У** s c * • с о ^ = 1 • • • • <3> 

И з ъ подоб1я треугольниковъ ABE -Щ НВМ ( Z НМВ — /_ ABE} 
имъемъ 
НМ BE ctex cosav • , cosa; 
ш = а~е' T - e - + = i & о т к у д а c t g * = w i*> 

БА/ AB cscx 1 • 1 
и ВН = IE • T - e " ~ Т ~ = slnx ' 0 Т К У Д З С 5 С Ж ' 5 Ш Ж = 1 • • {5> 

Эти 5 равенствъ связываютъ 6 тригонометрическихъ величинъ, 
с ль д., зная одну изъ нихъ, можно определить остальныя 5. 

Изъ этихъ пяти основныхъ независимыхъ соотношежй между 
функшями одного и того же угла вытекаютъ вев остальныя. Пока-
жемъ три наиболъе употребительныя слъдств1я. 

Умножая равенство (2) на (4) имъемъ 
tgx . c t ga ;= 1 . . . (6) 

Д ъ л я рав. (1) на sin 2a; и принимая во внимаше рав. (4) и (5), имъетъ 
l + c t g 2 a j = c s c 2 i c (7) 

Д ъ л я рав. (1) на cos 2a; и принимая во знимаше рав. (2) и (3), имъетъ 
l - j - tg 2 :z=sc 2 : r (8) 

§ 8, а. Задача. Найти sin 30°, sin 45°, sin (iff. 
Если (фиг. 3) ж=30° , то АЕ=1/-г стороны правильнаго шести

угольника, вписаннаго въ окружность рад1уса АВ, т.-е. АЕ=1\гАВг 

слъд., по •§ 6, 
• Q n o АЕ I 

* т д 0 = А В = 2 ' 
Если ж = 4 5 с , то AE=lJ2 стороны квадрата, вписаннаго в ъ 

окружность рад1уса АВ, т.-е. АЕ=Чг АВ У 2, слъд., 

sin 4 5 ° = 41г = 1 A V / 2 
АВ 

Далъе, по § 7, sin 6 0 ° = cs 30 е , но cs 3 0 C = V 1 — sin 230° = 

V\— ,/4 = 1 2 ^ 3 , сл%д., sin 6 0 ° = «/, Уз. 
Задачи. I. Сколько градусовъ содержитъ уголъ, дуга котораго 

равна своему радиусу? 
2. Выразить въ градусахъ углы i/ 6~; 2 / 3 ~; ~; 1,6; 0,987. 
3 . Доказать геометрически равенства (6), (7) и (8) §-а 8. 
4 . Доказать геометрически, что 

a) s e a . s i n a = t g a , b) csca;=ctgcc . sex 
5. Построить уголъ x, зная, что 

а) s ina ;= 1 /2 b) cosa:= 3 /4 , с) t ga ;= l 1

/

/ 2 , b) s c : c=2 , e) c tga ;=0 ,3 . 
6. Катетъ АЕ треугольника ABE (фиг. 4) равенъ 7 м., а гипотенуза 

АВ=10 м. Найти синусъ угла ABE. 



Найти тригонометрическая функщ'и угла х, если 
7. sina;= 5/i3 8. c o s a ; = 8 / i i . 9. t g a ; = l i / 2 . Ю ̂  c tgx.= 3 /4 . 

II. sc .r=2,6. 12. cscic=2»/s ЙЗ 5 cosa;=4. 14. 4 t g x = 3 . 
15. Найти cos 30°, tg 30° и sc3( f , зная, что sin 30°=</ 2 . 
16. Найти cos 45° и tg 45°, звая, что sin 45°= 1 / 2V / 2 . 
17. Найти 2 tgrc-bs inx, полагая cosa;=0,5 . 
18. Найти tgaw-ctga: , полагая s ina;=0,6 . 
19. Найти tgx-i-csca;. полагая sca ;= l ,25 . 
20. Найти cosa;-i-ctga: . sina;, полагая tga ;=0 ,75 . 

Выразить 
21. cosa, t g a и c tga чрезъ sina. -
22. sina; и cosx черозъ tga;. 
23. tga;, sina; и cos а; чрезъ ctga:. 
24. tga;-+-cosa; чрезъ sina;. 
25 tga;-t-ctga: чрезъ tga;. 
26. cos 2a;-i-tga;—ctga; чрезъ sina;. 
27. c t g 2 a - i - s c 2 a—sin 2 a чрезъ cos a. 

Показать справедливость слъдующихъ тождсствъ 1): 
28. cosa . t g a = s i n a . 29*. sina s c a = t g a . 
28a. sina; . c tga ;=csx . 29a. csa . c s c a = c t g a . 
30. c s c a = c t g a . sea. 31. c tga s ina s c a = l . 
32*. tga; csca: c o s a ; = l . 33. s in 2 a ( l - t - c t g 2 a ) = l . 
34*. ( t g 2 a - i - l ) cos 'a = l. 35*. s in 2 a - f -c tg 2 a s i n 2 a = l . 
36. tga ;4-c tga ;=tga ; (1-Hctg 2a;). 37*. t g a - i - c t g a = c t g a (1 -Mg 'a ) . 
38 tga;- i-ctga;=tga; . csc 2 a;=ctga; . sc2a;. 
39. tgxH-ctga-=sca; . csca;. 40. (1—sin 2a) ( t g 2 a - t - l ) = l . 

] ) CM. § 74. При повъркт, тождествъ нримтзняютъ о б ы к н о в е н н о 
одинъ изъ с л ' Б д у ю щ и х ъ двухъ способовъ: 1) одну часть тождества 
преобразовываютъ в ъ другую, 2) обтз части тождества преобразовмва,-
ютъ въ одно и тоже третье выражеше; при этомъ пользуются основ
ными тождествами § 8 и д р 

Пов'Ьримъ тождество sc 2 «— l = sc 2 « . s in 2 «. 
1-й способъ. Беря въ лввой части sea за скобки, имтземъ 

sc 2 a ( l \— J = s c 2 a sin'-'я 
\ sc-a / 

или, заменяя въ скобкахъ на cosa (рав. 3-е § S), 
sea v r 1 " 

sc 2 a (1—cos 2 a )=sc 2 a s in 2 a , 
и л и , зам'Ьняя 1 —cos'-a на s in 2 a ( р а в . 1-е § S) 

se'2a s i n 2 a = s c 2 a s in 2 a . 
Подставляя въ лъвую часть 1-Mg 2 a вм. s.'-a 

(рав. 8-е § 8), а въ правую в м - sea, п о л у ч и м ъ 

, , s in 2 « 
t g 2 a = ——- , 

6 cos 2 a ' 
откуда по рав. 3-му § 8 имъемъ 

t g 2 a = t g 2 a . 



_ 8 — 

41*. (l-+~ctg 2a;)(l—cos 2a;)=l. 42. sc 2 o s i n 2 a - i - l = s c 2 a . 
43*. tg 2 a c s c 2 a — l = t g 2 a . 44. ( I - + - t g o ) 2 - t - ( l — t g a ) 2 = 2 s c 3 a . 
45*.(ctga ;4-l) 2 -i-(ctg«— l) 2 =2csc 2 a:.46.i tg^~i*ctg2a;==sc2a;—csc'a;. 

47. 

49 . 

51. 

53. 
55. 

57. 

59. 

61. 

63. 

65. 

cosa . t g 2 a 
sina 

= tga 

1 
cos 2 a 

1 
c tg 2 a 

48* 

50. 

sina; . ctg'a; 
СОбЖ 

sea; tga; 
cosa; ctga; 

-+-
1 

l-+-sina 1—sina cos 2 a 
s e a — c o s a = s i n a t ga . 
t g a — s i n a = t g a (1—cosa). 
1—tg 2a c s c 2 a - s c 2 a 

52. cos 'a;—sin'a:= 

1 

tga; 

= 1. 

1—tg2a; 

t g ' a 
c tg 2 a (1-

sc 2 a 
M g 2 a ) 

1-
ctga;-
ctga;— 

tga; 

-ctg 2 a 
-1 _ 1-t-tga; 

" 1—tgaT 
ctg 2 a; - - l 

1. 

1 

1— tg 2a; ' ctga; 
1—2cos 2a; 

— = sina; . cosa;. 

54* 
56. 

58. 

60. 

62. 

64. 

66. 

l - i - tg s a ; 
c s c a — s i n a = c o s a c t g a . 

sc 2 a;-i-csc 2 a;=sc 2 a; . csc2a;. 
l - + - t g 2 a 1 
1—tg 2a 2eos ' a 

c t g a - - c o s a 
-1 

c tga 
1 

= 1 - s ina. 

s i n a 
csca- 2 c tga 

1-
l-+-tg 2a; ' 

s i n a - M g a 

tg 2a; 
1 + 2 cosa 

• ctg 2a; 
ctg'a; 

: tg 2a;. 

= t g a sin a. 
ctga-»-csca 

68. t g a t g ( 9 0 ° — a ) = l . 
70. cos (90°—a)=sin (90°—a) t ga . 

треугольника 

tga;—ctga; 
67. s ina c tga=s in (90°—a) . 
69. c t g ( 9 0 ° — a ) = s i n a s c a . 
71. Синусъ одного изъ острыхъ угловъ прямоугольнаго 

равенъ 0,8. Найти косинусъ и синусъ другого. 
72. Зная, что sin 30°=0,5 , найти cs 60°, sin 60°, tg 60° ( § 7 ) . 

Р-Ьшить уравнешя 
73. s in 2 a;- i -s ina;=0,96. 
75*. 2 s in 2 a:—3sina : - j -a=0. 

tg 2 a;-+-10=7 tga;. 
2cosa;=sin 2 a;. 
eos ! a;=sina; . 
s in 2 a4-s ina4b-2 cos 2 a ;=2 1 / i . 
sin a;-+-2 cos 2 a ;= 1,88. 

4cosa;-i-3 s i na ;=5 . 
9—5 sina:=4csca; . 

91. tga;-+-ctga;=2\ '6. 
93. t g x = 6 c t g a ; . 
95*. t g 2 a ; - 4 c t g 2 a ; = 3 . 
97*. t g 2 a - — s i n 2 x = 1 / 1 2 . 
99*. sin x=ctga;. 
101. 25 s i n x c o s a ; = 1 2 . 
103. 25 ( tg 2 a :—1)=4(1 -c tga ; ) . 

77* 
79. 
81*. 
83* 
85* 
87. 
89 

74. 
76*. 
78*. 
80*. 
82. 
84. 
86. 
88. 
90. 
92*. 
9 4 . 
96. 
98 
100. 

Л 102. 

sina;=3sin 2 a: . 
cos2a;— 5 cos а ч - 2 , 2 5 = 0 . 
s ina tg 2 x—2 cosa t g a : - i - b 
3 sin 2 a;-+-4cos 2 a;=3. 

3 s ina ;=2 cos 2 x. 
cos 2 a:—sin 2 a;=0,2. 
sin жн-cos x= 1,4. 
12 s ina ;=5 cosa;-1-3,2. 
2 sina;—cos x=l. 
ctga;-i-a t g a ; = 6 . 

c t g 2 a ; = l , 2 5 —tg 2av 
sina;-f- tg 2 a;= 5 / i2. 
t g x = 3 cosa;. 
s ina;—cosa;=0. 
cosa;—sin a;=sin x cosx. 

104. t g a ; - c t g a ; = s c » . 
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105. c sx -bcsca ;=2 7 / i 5 . 
107. Найти услоь-ie дМствите. 

— 2 х cos а ч-sin а=0. 
108. tga ;—2ctga;=0. 

НО. sina; tga:-f-2cosx—m. 

112. 3 cos 2 a;=2 sina; cosa. 

114. cos 2 a;=p-t-sina;. 
116. asinx=bcsca;. 
118. 3 cos 2ac4-sina; c o s a ; = l . 

106. a cosa:+ :& s i n x = c . 
льности корней уравнения a; 2sina— 

:Ю9. sina; t g a : = l . 
III. 3 s c 2 a M - 2 = 8 t g a : . 

i — — 1 : = u,. 
sin 2 a; sina; 

115. cos 2a;—sin 2a;-i-tg 2a;= vo. 
117. 2 sin 2a;—sina; cosa ;=3 cos2a;. 
119. sin 2a;-f-sina; cos.x=0,84. 

ГЛАВА II. 

§ 9- Какъ сказано в ъ § 1, при ръшенш треугольниковъ намъ 
придется по данному углу определять какую-нибудь его тригоно
метрическую функщ'ю и, обратно, по функцш определять уголъ. 
Первый вопросъ, имеетъ, какъ сказано въ § 6. одно решеше. По-
смотримъ теперь, сколько решенш имеетъ второй вопросъ. Поло
зки м ъ , что данъ cosa;, а найти надо х. Для построешя х мы дол

жны изъ точки О (фиг. 5) некоторой прямой 
В описать дугу рад!усомъ, равнымъ 1, и, отло-
\ живъ OC=cosa- на начальномъ рад1усе OA, 

\ 0 / I \ возставить къ OA изъ С перпендикуляръ до 
р~ * Q j встречи съ дугою въ В; /. « О В = . г ; если же 

отложимъ на томъ же p a A i y c e , но въ проти-
Фиг. 5. воположную сторону. U£=cos.r и возставимъ 

изъ Е перпендикуляръ до встречи с ъ д у г о ю Д то получимъ /_АОТ>— .г. 
Такимъ образомъ, вопросу одинаково у д о в л е т в о р я ю т острый _ЛОВ 
и тупой /.АОВ. Для устранешя подобной неопредвленности 
поступаютъ такъ. Если на прямой или кривой линш дана по
стоянная точка (въ предыдущемъ примере точка О) и желаютъ от
ложить отрезки въ о б е стороны отъ нея, то отрезки, отложенные 
въ одну сторону, выражаютъ числами положительными, а въ про
тивоположенную—отрицательными. Неподвижная точка назыв. на
чаломъ. Выражать положительными и отрицательными числами 
величины отрезковъ, откладываемыхъ отъ начала въ противопо-
ложныя стороны, условились на основанш следующихъ сообра-
женш. Известно, что отрицательное число есть разность, въ ко-
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торой уменьшаемое меньше вычитаемаго; съ другой стороны, 
вычиташе отръзковъ производится откладывашемъ вычитаемаго 
отръзка на уменьшаемомъ отъ одного конца этого послъдняго 
к ъ другому. Отръзокъ, выражающШ разность, можетъ лежать по ту 
или другую сторону изъ конца уменьшаемаго отръзка. Въ са-
момъ д т 5 л ъ , положимъ, что изъ прямой АВ надо вычесть CD 
(АВ> CD). Отложивъ CD отъ В къ А, получимъ разность АР 
(фиг. 6), отложенную вправо отъ А. Если бы изъ АВ надо было 
вычесть MN (АВ < MN), то поступая по предыдущему, на
шли бы для этого случая разность AQ, отложенную влъво отъ А. 
Выражая отръзки АВ, CD и 
MN числами, мы найдемъ, что ^ ; А Р В 

разность АР выражается по-
ложительнымъ числомъ, a AQ— 1 

отрицательными Если бы от- м • я 
кладывали CD и MN отъ А ф и г g 
къ В, то отръзокъ лежащш 
влъво отъ В, выразился бы положительнымъ числомъ, а лежащш 
вправо—отрицательными Поэтому, во избъжаше недоразумъ-
Hifl, мы должны условиться (§ 14), въ какую сторону отъ начала 
будемъ откладывать отръзки, выражаемые положительными числами. 

k § 10- Сказанное въ § 9 о лишяхъ относится и къ угламъ. 
Углы, отложенные въ одну сторону отъ неподвиж
ной прямой (АВ), какъ, напр., /_САВ, вы-
ражаютъ положительными числами, а отложен
ные въ противоположную, какъ, напр., /.DBA 
(фиг. 7), отрицательными. 

, § 11. Обобщеше понятая объ угл*. 
При ръшенш треугольниковъ мы будемъ имъть ^ 
дъло съ острыми и тупыми углами, но въдругихъ 
отдълахъ математики разсматриваютъ углы всъхъ возможныхъ ве-
личинъ, воображая слъдующимъ образомъ происхождеше угловъ. 
Предположимъ, что сторона АС, совпадавшая прежде съ АВ, на
чала вращаться около точки А въ направленш, обратномъ дви-
жешю часовыхъ стрълокъ; въ такомъ случаъ уголъ, увеличи
ваясь, будетъ последовательно принимать всъ назначешя отъ 0° 
до о о . Если вращеше совершается въ направлении часовыхъ стръ-
л о к ъ , то уголъ принимаетъ всевозможныя значешя отъ 0°до— о о . 

• § 12. Изслъдуя знаки тригонометрическихъ величинъ какого-



— 11 — 

нибудь угла, мы будемъ воображать его центральнымъ въ кругъ, 
г рад1усъ котораго = 1. Кругъ будемъ 

делить двумя взаимно перпендикуляр
ными д1аметрами АВ и CD (фиг. 8) 
на части ВОС, СОА, AOD и DOB, 
называемая соответственно 1-ою, 2-ою, 
3-ею и 4-ою четвертями. За начальный 
рад1усъ дуги даннаго угла можно при
нять, конечно, любой рад1усъ окруж
ности; мы условимся начальнымъ ра-
д1усомъ считать ОВ для всъхъ угловъ 
съ целью сделать ихъ сравнимыми 

между собою; въ такомъ случае рад1усъ ОС (§ 4) будетъ на
чальнымъ рад1усомъ дугъ дополнительныхъ угловъ. 

§ 13. Л и н ш синуса ЕН даннаго угла ВОЕ (фиг. 8) можно 
заменить ей равной прямой OEit отложенной отъ центра на д1а-
метре CD. Въ зависимости отъ величины даннаго угла прямая ОЕ1 

можетъ откладываться на д1аметре CD по ту или другую сторону 
центра; поэтому центръ есть начало для линш синусовъ, которыя 
могутъ выражаться положительными и отрицательными числами. 

Линш косинусовъ могутъ быть отложены, смотря по величине 
угла, вправо и влево отъ центра (фиг. 5) на д1аметре АВ; по
этому ихъ тоже можно выражать положительными и отрицатель
ными числами, а центръ есть ихъ общее начало. 

Лиши тангенсовъ начинаются въ точке В, а котангенсовъ 
въ точке С и могутъ быть отложены въ о б е стороны по напра-
влешю касательныхъ, проведенныхъ чрезъ эти точки, след., оне 
могутъ выражаться положительными и отрицательными числами; 
началомъ для первыхъ служитъ точка В, для которыхъ—точка С. 

Началомъ для линш секансовъ и косекансовъ служитъ центръ 
круга, отъ котораго оне могутъ откладываться по направленш 
конечнаго рад1уса или противоположную сторону, след , эти ли
ши могутъ выражаться положительными и отрицательными числами. 

§ 14. Услов1я относительно знаковъ тригонометри-
ческихъ ф у Н К Щ Й . Принимая во внимаше сказанное въ § 13 
и § 9, условимся выражать положительными числами: 1) лиши сину
совъ и тангенсовъ, когда оне откладываются вверхъ отъ начала 
О и В (чертежъ предполагается лежащимъ въ вертикальной плос
кости); 2) линш косинусовъ и котангенсовъ, когда оне отложены 
вправо отъ начала О и С; 3) лиши секансовъ и косекансовъ, когда 
о н е проходятъ чрезъ конецъ дуги. 
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Примьчаже Знаки тригонометрическихъ величинъ б у д у т ъ , ко
нечно, т ъ же, что у соотвътствующихъ тригонометрическихъ линш. 

§ 15 Знаки т р и Г О Н О М е т р и ч е С К И Х ' Ь ф у н К Щ Й . Со
гласно нашему условш (§ 14,), } знаки тригонометрическихъ вели
чинъ по четвертямъ слъдуюшде (фиг. 8, 9, 10 и 11). 

синусъ . 
тангенсъ. 
секансъ . 
косинусъ 

1 

-\-ЕН 
+ВМ 
-г-ОМ 
+ О Я 

—ВМ 

— ОМ 
—ОН 

—ЕН 
-\-ВМ 
—ОМ 
—ОН 

—ЕН 
—ВМ 

+ОН 

А \П О 

Фиг. 9. 
Для олредълежя знаковъ котангенса и 

косеканса мы должны построить дополни
тельный уголъ. Положимъ, что /_ВОЕ=х; 

Фиг. 10. 

дополнительный 

X < — X 

уголъ = 

> 0 и 

X. Если 
2 . 

откладывается 

часовыхъ стръ-

< о, 
а, слъд. (§ 10), его мы должны отложить 

2 2 
отъ ОС по нйправлсгпю 

локъ (§ 4); если же ж > " , то ^ 
Фиг. И . 

отъ ОС въ направленш, обратномъ дважешю часовыхъ сгрвлокъ . 
Итакъ, положительное направлеже допалнительныхь угловъ проти
воположено положительному направлежю данныхъ угловъ. Да-
лъе, конець дуги дополнительнаго угла всегда совпадаетъ съ кон-
цомъ дуги даннаго угла. Въ самомъ д в л в положимъ, что Е есть ко-
нецъ дуги даннаго угла ВОЕ (фиг. 8, 9, 10 и 11); конецъ дуги 

дополнительнаго угла ^ — х найдемъ слБдующимъ образомъ: от-
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ложимъ отъ начала С дугъ дополнительныхъ угловъ в ъ .яоложи-

тельномъ направленш (по часовой стрълкъ) дугу ^ = СВ, а изъ 

нея вычтемъ дугу х, т.-е. отложимъ дугу х — BE въ отрица-
тельномъ направленш (противъ часовой стрълки); такимъ обра-
зомъ придемъ въ точку Е. Если ж—число отрицательное, напр., 

ж = — к , то ^ — х= £ - г # > в ъ такомъ случав дугу х надо, конечно, 

откладывать въ положительномъ направленш; такимъ образомъ и 
въ этомъ случаъ придемъ въ точку Е. На основанш сказаннаго 
/_СОЕ есть уголъ дополнительный углу JBOE, а потому § (4) 

CN 

ON 

Согласно условш относительно знаковъ котангенса и косеканса 
(§ 14) имъемъ: 

! 1 2 3 4 

. . 1 4-CxV -CN +CN — CN 
1 -\-0N -\-OJST —ON -ON 

§ 16. Формулы соотношений для какого угодно 
угла. Докажемъ, что равенства § 8 справедливы для всъхъ угловъ. 

I- Д ЕОН всегда прямоугольный, слъд. , равенство (1) спра
ведливо. Далъе ЕН 1 АВ, слъд., всегда А НОЕ сл Д MOB, а по
тому имъютъ мзсто рав, (2) и (3). Наконецъ. ЕН II CD, a CN} А В, 
слъд., всегда Д ЕНО ел Д 0X0, а потому имъюгь / м ъ с т о рав. (4) 
и (5). Равенства (6), (7) и (8), какъ с .тЬдств1я справедливыхъ 
равенсгвъ, тоже справедливы. Знаки тригонометрическихъ функщй 
не оказываютъ вл1ян1я на видъ равенсгвъ, Иъ самомъ дв.тв, рав. 
(3), (5) и (6) показызаютъ, что знаки косинуса и секанса, си
нуса и косеканса, тангенса и котангенса попарно одинаковы: рав. 
(2) и (4) показываютъ, что тангенсъ и котангенсъ положительны, 
когда синусъ и косинусъ имъютъ одинаковые знаки (правило зна
ковъ при дъленш), и отрицательны, когда знаки синуса и коси
нуса разные, а это все справедливо, какъ видно изъ таблицы 
§ 15. На основанш только что сказаннаго легко помнить знаки 

= tgl g —ж) или = ctg х, а 

= sc I 2 — х \ или = esc х. 

file://-/-OJST
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тригонометрическихъ величинъ по четвертямъ, помня знаки синуса 
и косинуса, напр., во 2-й четверти знакъ синуса +> знакъ коси
нуса —, поэтому въ силу рав. (5) § 8 знакъ косеканса в ъ силу 
р а в . (3) знакъ секанса—, въ силу рав . (2) и (4) знакъ тангенса и 
котангенса—. 

Разсмотримъ для примера указанную применимость равенствъ 
(1) и (2) § 8 к ъ углу ВОЕ (фиг. 9) второй четверти. 

Прямоугольный треугольникъ ЕОН даетъ 

ЕН2 + ОН2 = ОЕ2 

Для угла ВОЕ = х, для котораго s'mx = ЕН и cosx — — ОН, это 
равенство можно написать въ виде 

ЕН2 + (- ОН)2 = ОЕ2 или 

sin'a; -f- cos 2a; = 1 

Далъе , Д BOM со Д ЕОН, поэтому 

ВМ _ ЕН 
ОВ ~ ОН 

Для угла ВОЕ — х, для котораго sina; = ЕН, cosx — — ОН и 
tga; = — ВМ, это равенство можно написать въ видъ 

— ВМ ЕН 
или ОВ —ОН 

tga; sina; , sina; 
- ~ - = , откуда tga; == 

1 cosa; ° cosa; 

II. Покажемъ, что равенства § 8 справедливы для угловъ 

О, " , - и т. д , т.-е. и тогда, когда Д Д ЕОН, MOB,... исче-

заютъ . Разберемъ случай, когда х=0. По м ъ р ъ уменьшешя угла 
ВОЕ прямыя ЕН, MB и ОМ уменьшаются, а ОН, CN и ON 
увеличиваются, при чемъ точка Л т отодвигается безпредъльно, и 
прямыя ON и CN могутъ быть сдвланы какъ угодно большими. 
Когда х обращается въ нуль, т.-е. Е совпадаетъ съ В, то ЕН 
и MB обращается въ нуль, ОМ и ОН дълаются равными pafliycy, 
a CN и ON не пересекаются между собою, потому что рад1усъ 
ОЕ, совпадая съ ОВ, становится параллельнымъ прямой CN, или, 
какъ говорятъ, пересекаетъ ее в ъ безконечности. Итакъ, sin 0 = 0 , 
tg 0 = 0 , cs 0 = 1 , ctg 0 = - j - o o и esc 0 = + °°- Эти значешя и 
получаются изъ равенствъ § 8. 
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Выражешя въ родъ ctg 0 = оо надо понимать не буквально, а 
в ъ томъ смысл-в, что котангенсъ безпредъльно увеличивается п о 
м ъ р ъ того, какъ уголъ безпредъльно приближается къ нулю. 

Подобными разсуждешями доказывается справедливость ра
венствъ § 8 для какого угодно угла. 

§ 1 7 . ИзмИшеше тригонометрическихъ величинъ 
при непрерывном ь возрастали угла отъ 0 до 2 - . Раз -
суждешя, приведенный въ § 16, II, показываютъ, что съ возрас-

ташемъ угла отъ 0 до ^ 

синусъ растетъ отъ 0 до - j - 1 
тангенсъ „ „ 0 „ - { - со 
секансъ „ „ + 1. „ + со 

косинусъ уменьшается отъ - f - 1 до 0 
котангенсъ „ „ -\- оо „ 0 
косекансъ „ „ - } - со „ 1, 

при переходе же угла изъ 1-й четверти во 2-ю прямыя ВМ и 
ОМ (фиг. 9) делаются параллельными одна другой и идутъ въ отри-
цательномъ направленш, слъд., тангенсъ и секансъ, оставаясь 
по абсолютной величинъ больше какого угодно количества, пере-
ходятъ съ - |~оо въ — с о . 

Съ возрасташемъ угла отъ ^ до -

синусъ уменьшается отъ + 1 до 0 
тангенсъ растетъ » — оо )) 0 
секансъ „ п — со — 1 
косинусъ уменьшается п 0 — I 
котангенсъ „ >7 0 » — со 

косекансъ растетъ п + 1 
при переходъ же изъ 2-й четверти въ 3-ю котангенсъ переходить 
съ — оо въ -\- с о , а косекансъ съ ~\- оо въ — с о . 

С ъ возрасташемъ угла отъ л до 3/г ~. 

синусъ уменьшается отъ 0 до — 1 
тангенсъ растетъ „ 0 Я + СО 

секансъ уменьшается „ — 1 Я — со 

косинусъ растетъ „ — 1 я 0 ' 
котангенсъ уменьшается „ - j - o o я 0 
косекансъ растетъ „ — с о Я - 1 , 
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при переход* же угла изъ 3-четверти въ 4-ю тангенсъ пере-
ходитъ съ - f - oo въ — с о , а секансъ съ — с о въ - f - c o . 

Съ возрасташемъ угла 3/г ~ до 2 -

При дальнъйшемъ увеличенш угла (переходъ въ 5-ю четверть) 
котангенсъ и косекансъ переходятъ съ — с о въ - f -oo, и все триго
нометрически величины изменяются въ прежнемъ порядке . 

Резюмируя все сказанное, видимъ, что 

1) синусъ и косинусъ непрерывно изменяются отъ - j - 1 до 
— 1 , т.-е. они всегда правильный дроби; 

2) тангенсъ и котангенсъ изменяются отъ - f со до — с о , 
принимая всевозможный цьлыя и дробныя значешя; 

3) секансъ и косекансъ изменяются отъ - f -1 до -f- со, и отъ 
— 1 до — со, т.-е. не бываютъ правильными дробями. 

угодно угла достаточно знать тригонометрически величины угловъ 
ыеньшихъ 4 5 и слвдующдя формулы нривеЛен/л. 

§ Н>. Связь между тригонометрическими величн-

синусъ растетъ отъ 
тангенсъ „ 
секансъ уменьшается „ 
косинусъ растетъ „ 
котангенсъ уменьшается „ 
косекансъ ,, „ 

— 1 до О 
- с о „ О 
+ со „ + 1 

О „ + 1 
О „ — с о 

— 1 „ — с о 

Ф о р м у л ы приведешя. ^ 

^ 18- Для определешя тригонометрическихъ величинъ какого 

нами угловъ. х и —х. С N Даны /_ВОЕ = х и £ВОЕх = 
— —х (фиг. 12). При всякомъ х 
точки Е и Ej, симметричны отно
сительно д1аметра АВ, т.-е. лежатъ 
на концахь хорды ЕЕ1 перпенди
кулярной къ АВ. Дополнительные 
углы будутъ QOE и COEi, по
этому Р 

Фиг. 12. 

l / 1 B = t g (-х). £ j # = s i n (—х), ОН—cos (—х), 
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CiV,=ctg ( - ж ) , O M , = s c (—ж) и CW,=csc (—ж). 
Такъ какъ прямоугольные Д Д 0 £ Я к 0 £ , Я , ОМВ и ОЛ/,Д 
OCN и 0 ( Ж , попарно равны, то, по абсолютнымъ значешямъ , -ЕЯ= 
= £ , Я , МВ^М^В, 0М=ОМ„ CN=CN, и ON=ONt, и мы при ус-
лов1яхъ § 14 имъемъ 

sin (—ж)=—sina: , tg (—х)—— tgж, SHC (—ж)=эсж; 

cos (—ж)=созж, ctg (—х)——ctgж, C S C (—ж)=сэсж. 

i § 20. Связь между тригонометрическими величи
нами УГЛОВЪ ж И 2/стт-ь-ж. 

Данъ /_В0Е = х или £B0Et=—% (фиг. 12). Если ко-
нецъ Е (или Ех) дуги даннаго угла пройдетъ одну, двъ и т. д. 
окружностей въ положительномъ или отрицательномъ направленш, 
то придетъ въ прежнее положеше, поэтому тригонометрически 
величины угловъ 2~-\-х, 4 - - ( -ж, . . . и — -2~-\-х, — 4~-(-ж, 
будутъ имтзть прежшя значеш'я; встз эти углы можно выразить 
формулою 2 к - Д ж , гдъ к и ж могутъ быть и > 0 и < 0. Итакъ, 

s i n ( 2 k - Д ,.r) = s i n x , tg ( 2 k - - j - ж ) = tg.T, sc ( 2 k - - | - = sex, 

c o s (2 k - Д ж) = c o s ж ctg (2k~ -f ж) = ctg ж, esc ( 2 k - x ) = сэсж. 

ч § 21. Связь между тригонометрическими величи
нами углОВЪ - — х и ж (пополнительныхъ). 

Д а н ь ^ВОЕ=х (фиг. 13). Для того, чтобы построить уголъ 
х, мы должны отъ В отложить въ положительномъ напра

вленш до точки А дугу ~ и отъ А въ отрицательномъ напра
вленш ко К дугу ж. Ясно, что при 
всякой величинъ ж точки К и Е лежатъ 
на концахъ хорды параллельной д!аметру 
АВ, поэтому Д ЕОН = Д КОР и слъд., 
по абсолютнымъ значешямъ, 

КР=ЕН и ОР=ОН, 

принимая же во внимаше знаки (§ 14), 

Фиг. 13. и м Ъ е м ъ 

sin — ж ) = э т ж , cos ( -—ж)=—соэж. 

По § 8 (см. § 16) имъемъ 

sin (~ — ж) sin ж 
6 V ' cos ( -—ж) 

Л. Воииовъ. Пряяолнн. тригоном. 

- C O S Ж 
—tgx 
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sc(r—x)= 1 1 
• = —sea;. cos (it—x) —cosa; 

Такъ же точно найдемъ, что 

ctg ( л — х ) = — c t g и esc (к—a;)=csca:. 

* § 22. Связь между тригонометрическими величи
нами УГЛОВЪ тг-J-a; и х. 

Ясно, что концы Е и К (фиг. 14) 
дугъ угловъ тт-|-а; и х лежатъ на кон-
цахъ одного и того же д1аметра ЕЕ, по
этому Д ЕОН=/\ КОР, слъд., по абсо
лютнымъ значешямъ, КР=ЕН и ОР=ОН. 

Принимая во внимаше знаки (§ 14), 
имъемъ 

sin (IT—{—ж)= —sina; и 
cos (--\-х)=—cosa;. 

По § 8 (см. § 16) имъемъ 

sin ( - - f - ж ) 
t g ( 4 - a 0 = 

sc(--{~x)= 

—sina; 
cos (к-{-х) 

1 

-cosa; 

_ I 
-cosa; = —sea;. cos (r.-\-x) 

Т а к ъ же точно найдемъ, что 

ctg (--j-a;)=ctga; и esc (~-\-х)=—cscx. 

" § 23. Связь между тригонометрическими величи
нами УГЛОВЪ 2- — х II х, 

Такъ какъ концы дугъ угловъ 2~ —х и —х (фиг. 12) 
совпадаютъ (§ 20), то и тригонометричесюя величины этихъ 
угловъ одинаковы, СЛ-БД., по § 19 имъемъ 

sin (2г—х = —sina;, tg ( 2 r — х ) = — igx, sc (2тг—a;)=sca;, 

cos (2~—x)=cosx , ctg (2~—x)=—ctgx , esc (2r,—x)=—cscx. 

* § 24. Связь между тригонометрическими величи

нами УГЛОВЪ 2 + ж И х. 

Замъняя х въ формулахъ § 21 на - — имъемъ 
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cos 

sin Ж или = cos ж. 

или = —sina;; 

дал%е по § 8, tg ~ + ж tg \^-\-xj = —tgx, & c 

ctg l~ -\-x\ = — tga;, esc 

—tgx, & c (д-И 

—tga;, esc (J-f-ж 
sea;. 

•csca;. 

Предлагаемъ учащимся доказать эту связь при помощи чертежа. 

ц § 25. Общее З а М Ь Ч Я Ш е . B e t формулы приведешя выве
дены для какого угодно значешя х. Ихъ легко помнить, руковод
ствуясь следующимъ правиломъ: если сумма или разность угловъ 

содержитъ четное число разъ ^ или 90° (§§ 20, 21, 22 и 23), то на-

звашя тригонометрическихъ величинъ сохраняются, напр., 

sin (Tr-fa;) = — sina;, tg (-—x) — — tga;, 
если же сумма или разность угловъ содержитъ нечетное число 

разъ ^ то назвашя тригонометрическихъ величинъ заменяются 

сходными (синусъ косинусомъ и т. п.), н а п р , 

§ 26. Першдичность тригонометрическихъ функ
ций. Тангенсъ и котангенсъ не изменяются (§ 22) при увеличенш 
угла на=ь~, а остальныя тригонометрическ!я величины—при уве
личенш угла на—2- (§ 20). Это свойство наз. пер/обычностью. 
Функщя наз. периодическою, если ея значешя для двухъ значенш 
аргумента (переменнаго, отъ котораго оно зависитъ) х и ж - 1 - а , 
где а—данное число, равны между собою при всякомъ ж. Чис
ло а наз. перюдомъ. Итакъ, тригонометрическая функц/н суть 
Функти перюдичестя; -—перюдъ для тангенса и котангенса, 
2 - -для другихъ функцш. 

Перюдичность тригонометрическихъ функцш можно обнару
жить графически. Разсмотримъ изменеше синуса. Для этого на 
произвольной прямой АВ отъ начала О будемъ откладывать 
въ о б е стороны отрезки, соответствующ1е угламъ по величине 

sin = с о э ж , tg U - f - ж = — ctga;. 
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и по знаку (вправо положительные), а въ направленш перпен-

Фиг. 15. 

дикуляромъ къ АВ—отръзки, соответствующее по величине 
и по знаку (вверхъ положительные) синусамъ этихъ угловъ, такъ, 
напр., если отр%зокъ ОС будетъ изображать уголъ въ 45°, т.-е. 

будетъ равенъ ^ какихъ-нибудь единицъ, то. перпендикуляръ CD 

будетъ изображать sin 45°, будетъ равенъ (см. § 3 и § 8 а) 

тъхъ же единицъ. Соединивъ концы этихъ перпендикуляровъ, по
лучимъ кривую синусоиду, которая показываетъ измънешя синуса: 

съ увеличешемъ угла отъ 0 до ^ синусъ растетъ отъ 0 до 1 

„ .. „ 2 п о ~ » уменьшается „ 1 'до 0 

3 

„ " до - „ ,. .. 0 до—1 

3 
„ ,. ,. „ 2 ~ д о 2 к •> растетъ ..—1 до 0. , 

При дальнъйшемъ увеличенш угла отъ 2 - до 4~, отъ 4~ до 
6~,. . . синусъ будетъ принимать последовательно т в же значе-
шя, т.-е. синусъ есть функшя перюдическая съ пер!одомъ 
2 - = 3 6 0 ° . Подобнымъ образомъ можно построить кривыя, изоб-
ражаюшш ходъ измБнен1я другихъ тригонометрическихъ функщй. 

§ 27. ПримЬръ. Заменить тригонометричесмя величины угла 
въ 3594 е тригонометрическими величинами угла меньшаго 45°. 

По § 20, s i n 3594°= s i n (360 : . 9 - -354 е ) = s i n 354°, по § 23 
s i n 3 5 4 ° = s i n (360°—6°) = — s i n 6°, с л е д , s i n 3 5 9 4 ° = — s i n 6 е . 

По § 20 и § 22, tg 3594°= tg (180 е . 1 9 - H 7 4 ° ) = t g 174°, 
по § 23, tg 1 7 4 e = t g (180°—6 C )= —tg 6°, след., tg 3594°= — tg 6°. 

При з а м е н е функцш какого-нибудь угла функщями остраго 
угла можно было бы всегда пользоваться §§ 19, 20, 21 и 22 
следующпмъ образомъ: 

1) вычесть 360° столько разъ, сколько возможно; функщя 
при этомъ знака не меняетъ (§ 20); 

2) вычесть 180°; тангенсъ (след., и котангенсъ) знака не 
меняетъ (§ 22, ; 
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3) наконецъ, взять дополнение до 180°; синусъ (слъд., и 
косекансъ) знака не мъняетъ (§ 21); 

4) Если уголъ отрицательный, то изменить его знакъ (§ 19). 
П р и м е р ы . 1) cos 3594° = cos (360° . 9-f354°) = cos 354° 

cos 354° = cos (354° — 1 8 0 ° ) = — c o s 174° 
-cos 174° = — cos (180°—6°) = cos 6°, сл*д. , 

C O S 3594° = cos 6°, 
2) tg 2080° = tg (360° . 5-f-280 o )=tg.280° 

tg 280° = tg (280°— 180°)=tg 100° 
tg 100° = tg (180°—80°)=—tg 80° 

- t g 80° = — ctg 10°, слЪд., 
tg 2080° = - ctg 10°. 

К р у г о в ы я ф у н к ц ш . 

§ 28. Если надо по данному синусу р или тангенсу о и т. д. 
найти уголъ, то это выражаютъ знакоположешями: ж=агс s'mp или 
a : = a r c t g g . Знакъ arc, сокращеше латинскаго слова arcus (дуга), 
употребляется здесь по той причине, что уголъ и его дуга выра
жаются однимъ и т е м ъ числомъ (§ 3). 

Функцш arc sinp, a r c t g o и т. п. наз. круговыми функциями 
или обратными тригонометрическимъ, а тригонометрическая фун
кцш наз. прямыми. Если имеемъ функщ'ю y=sinх, то этой прямой 
функцш икса соответствуем обратная функщ'я игрека ж=агс sin г/. 

иримтръ. Мы знаемъ, что sin 3 0 ° = I / 2 , tg 4 5 ° = 1, 
поэтому можемъ сказать, что 

3 0 с = arc sin V-' , 4 5 с = arc tg 1 

'' = arc sin '/г , = arc tg 1. 

§ 2 9 . У Г Л Ы , одноименный тригонометрически 
функцш которыхъ равны но величине и по знаку. 

Если данъ уголъ, и мы опредЬляемъ тригонометрическ!я 
функцш его, то вопросъ допускаетъ одно решеше (§ 6); если же 
мы определяемъ уголъ, зная какую-нибудь изъ его тригонометри
ческихъ функцш, напр синусъ, то вопросъ, какъ видно изъ § 20, 
допускаетъ безчисленное множество решенш. 

Найдемъ все углы, имеюшде одинъ и тотъ синусъ. По
ложимъ, что х— меньшш изъ угловъ, имеющш данный синусъ; 
тотъ же синусъ имеетъ уголъ - — х (§ 21), а, по § 20, углы 
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2к*-\-х и 2 А - + я — « = ( 2 * 4 - 1 ) л—ж. 
Эти двъ формулы можно соединить въ одну 

n * + s ( — 1 ) » , 
гдъ и—положительное или отрицательное число. Эта формула 
даетъ углы 2Ы-\-х, когда п—четное (=2к), и углы (2ft-f-l) ж, 
когда ?г—нечетное (=2к-\-\). 

Углы, имъюшде одинъ и тотъ же косекансъ, выражаются 
тою же формулою, такъ какъ рав . (5) § 8 показываетъ, что косе
кансы одинаковы только у угловъ, имъющихъ одинаковые синусы. 

Также точно, пользуясь формулами приведешя, найдемъ 
выражешя для угловъ, имъющихъ одинъ и тотъ же тангенсъ и 
котангенсъ или одинъ и тотъ же косинусъ и секансъ. 

Итакъ, углы, имъюшде одинъ и тотъ же 
синусъ и косекансъ, выражаются формулою ш-\-х(—1)" 
тангенсъ и котангенсъ, выражаются формулою /гя+ж, 
косинусъ и секансъ „ „ 2п-±х, 
П р и м i p b . Найти углы, синусъ к о т о р ы х ъ = ^ , зная, что 

sin 3 0 ° = Vi. 
Полагая въ формуле п~-\-х{—1)" 

ж = 3 0 е , а п= \, 2, 3, . . . . и — 1 , — 2 , — 3 , .. ., найдемъ 
углы 150% 390 е , 510 е , . . . . и —210 е , —330 е , —570 е 

§ 30. Сказанное въ предыдущемъ иараграфъ позволяетъ 
получить слъдуюшде выводы. 

I. Вообразимъ два угла, имъюшде такой же синусъ, какъ у угла 
х. Эти углы пишемъ формулами 

« 7 Т - Н Ж ( — 1 ) " 

и &--нж(—l) f c , 

гдъ п и к могутъ быть и четными и нечетными числами. 
Возьмемъ два угла А и В, и допустимъ, что для нихъ п и к 

одновременно четный числа (или нечетпыя). Получимъ 

А — В = я- — к- = (п — к)- , 

гдъ п—к число четное. Обозначая это четное число чрезъ 2а имъемъ 

А-В=2а* (1) 

Если же допустить, что одно изъ чисолъ пик четное, а дру
гое нечетное, то будемъ имъть 

А -+- В = (п -+• к)~ , 
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гдъ п-+-к—нечетное число. Обозначая это нечетное число чрезъ 26-+-1, 
имъемъ 

Л н - В = ( 2 & - | - 1 ) 1 г (2) 

Итакъ, угли имгъютъ одинъ и тотъ же синусъ (косекансъ), 
ясли ихъ сумма есть нечетное кратное г. или разность есть чет
ное кратное it. 

II. Вообразимъ два угла А и В, имъющде такой же тангенсъ, 
какъ у угла х. Ихъ можно изобразить формулами 

А = ш -+- х 
В = к- -+-х , 

гдтз пак могутъ быть четными и нечетными. 
Вычитая почленно, имъемъ 

А — В = (п — к)т. (3) 

Итакъ, углы имгъютъ одинъ и тотъ же тангенсъ (котан
генсъ), если ихъ разность есть кратное - . 

III. Вообразимъ два угла А и В, имъюип'е такой же косинусъ, 
какъ у угла х. Эти углы можно изобразить формулами 

А = 2пт:±х 
и В = 2к- --х 

Если взять одновременно верхше или нижше знаки при х, то 

А — В = 2(п~ к)- (4) 

Если въ одной формуле в з я т ь верхтй знакъ при х, а въ дру
гой нижшн, т о 

1 + Б = 2 ( « + / 1 - ) ~ . . (5) 

Итакъ, углы имгъютъ одинъ и тотъ же косинусъ (секансъ), 
если сумма или разность ихъ есть четное кратное -. 

Нримтры. 

I. sin 3 0 ° = sin 150°= sin 5 1 0 = = . . . 
sin 3 0 ° = sin (—210°) = sin ( — 5 7 0 ° ) = . . . 
sin 3 0 ° = sin 3 9 0 c = sin 7 5 0 c = 
sin 3 0 c = sin ( -330°) = sin (—690°)= . . . 

II. tg 3 0 ° = tg 210°= tg 3 9 0 ° = . . . . 
tg 3 0 ° = tg ( - 1 5 0 ° ) = tg ( - 3 3 0 ° ) = . . . . 
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III. cos 3 0 ° = cos 390°= cos 7 5 0 ° = . . . 
cos 3 0 ° = cos 3 3 0 ° = cos 6 9 0 ° = . . . 
cos 3 0 ° = cos ( - 3 3 0 ° ) = cos (—690°)= . . 
cos 3 0 ° = cos (—390°) = cos (—750°)= . . . . 

§ 31. Углы, однонменныя тригонометрически! 
функцш которыхъ равны по величин*, но различны 
по знаку 

I . Вообразимъ два таше угла, напр., ж и—х, синусы которыхъ 
равны, но различны по знаку. Углы илгБЮщте синусы таше же по ве
личине и по знаку, какъ у угла х, выражаются (§ 29) формулою 

k~-h-x(—1)\ 
а углы, имъюшде синусы таше же по величине и по зпаку, какъ у 
угла—х, выражаются (§ 29) формулою 

1к+(-х) ( - 1 ) " , 
е.гвд , углы, синусы которыхъ отличаются только зиакомъ, выража
ются формулами 

й ~ - ь ж ( - \ ) к н h-—ж(—1)". 

Складывая и вычитая эти формулы, имеемъ 
(к-Л-h) 7Г-+-Ж [ ( - 1 ) * —(—1)'»] (1) 

(к—К) ~ч-ж [(— 1)*ч- (—I) 7 ' ] (2) 

Ксли числа к и h одновременно четный или нечетный, то формула (1) 
обращается въ (k-t-h) где k-t-h есть число четное, а если один 
изъ чисолъ h и к четное, а другое нечетное, то формула (2) обра
щается въ (k—h)-, где к—h есть число нечетное. 

Итакъ, углы кмтютъ синусы, равные по величина, но раз
ные по знаку тогда, когда сумма зтихъ угловъ ecmi, четное 
кратное -, или тогда, когда разность ихъ есть нечетное кратное ъ. 

I I . Вообразимъ два угла ж и—ж, тангенсы которыхъ равны, 
но различны по зпаку; разсуждстями, подобными предыдущимъ, най
демъ, что углы, тангенсы которыхъ равны, но отличаются знаками, 
имъютъ видъ 

kx~t-x и 7гтг—ж; 

складывая эти выражснщ получимъ (k-I-h)-, гдв k-\-h можетъ быть 
четнымъ и нсчетнымъ. 

Итакъ, углы имгъютъ тангенсы одинаковые по величинп>, но 
разные по знаку тогда, когда ихъ сумма есть кратное я. 
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III . Вообразимъ углы х и тг—х, косинусы которыхъ равны, но 
различны по знаку (§ 21); углы косинусы которыхъ равны по вели
чине и по знаку косинусу.угла х, выражаются формулою (§ 29) 

2ктс±х, 

а углы, косинусы которыхъ равны по величине и по знаку косинусу 
угла - — х , выражаются (§ 29) формулою , ; 

• 2Лтг± (К—Х) , т. е. (2hz*z\)-±x, 
слъд., углы, косинусы которыхъ равиы, но отличаются знаками, имъ
ютъ видъ ' 

2fcrdbs и (2ftdbl) -dbx. 
Складывая и вычитая эти формулы, получимъ 

(2А;-н2/*±1)т: и (2к—2ЛгЬ1)лг; 
Итакъ, углы имгъютъ косинусы одинаковые по величина, но 

разные по знаку тогда, когда ихъ сумма или разность есть 
нечетное кратное ~. 

§ 32. Многозначность круговыхъ функщй. 
Въ § 6 было сказано, что данный уголъ имъетъ одинъ только 

синусъ. Въ § 29 сказано, что данный синусъ можетъ принадле
жать безчисленному множеству угловъ какъ положительныхъ, 
такъ и отрицательныхъ. Тоже самое можно сказать и о всякой 
другой тригонометрической функцш: данному углу соотвътствуетъ 
одинъ косинусъ, но данному косинусу соотвътствуетъ безчислен-
ное множество положительныхъ и отрицательныхъ угловъ и т. д. 

Сказанное выражаютъ обыкновенно такъ: тригонометричесюя 
функцш суть функцш однозначныя, а круговыя функцш суть 
функцш многозначный. При нъкоторыхъ услов1яхъ круговая фун-
кшя можетъ оказаться однозначною. Возьмемъ примъръ. Пусть 
дана функш'я х—втс sin у. Если аргументу, т. е. игреку давать 
значешя не всъ возможный, а только промежуточный между — 1 
и то всякому значенио игрека въ этомъ промежутке отвъ-
чаетъ только одно вполне определенное значеше угла иксъ про
межуточное между — 2~ и ~+~ 2;' ' т " е > к РУ г овая функщя arc sin у 

однозначна въ промежутке между — ~ и •+- £ . Въ этомъ про

межутке заключается наименьшее з н а ч е т е функцш arc sin?/. 

Задачи. I. ша™ тригонометрическая функцш угла—ж, если 
sin#= 3 / .5. 
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2. Найти cos (—х) и ctg (~х), если tga ;=0 ,75 , 
3 . Найти tga; и sina;, если sc(—.т)=2,5. 
4. Найти sina; и cosa;, если tg(—а;)= —0,8. 
5. Найти косинусъ тупого угла, синусъ котораго равенъ 0,28. 
6. Найти тангенсъ тупого угла, косекансъ котораго равенъ l s / s -

Показать, что 
7. sin ( а—90°)=—cosa , 8. cos (a—90°)=s ina . 
9. tg ( а — 9 0 ) ° = — c t g a . 10. sin (45°-t-a;)=eos(a;—45°). 
II. cos ( a—180°)=— cosa, 12. ctg (a?-180°)=ctga; . 

Привести къ тригонометрическимъ величинамъ остраго угла 
13. sin 400°. 14. tg 21 /277. 15. cos 760°. 16. ctg 1100°. 
17. cos 1148°. 18. sin 3,5т:. |9. tg 750°20'. 20. sin 140°. 
21. cos 115°. 22. tg 3 / 4 - . 23 . ctg -\ 'n-. 24. sc 162°. 
25. tg 128°. 26 sin 13S°40'. 27. cos 220°. 28. tg 1 ,3-. 
29. sin },3~. 30. tg 187°. 31. sc 260°. 32. tg 298°. 
33. cos 330°. 34. cos 1,75-. 35. sin 280°. 36. ctg 345°. 
37. sc 358°. 38. sin 2546°. 39. tg 1894°. 40. sin 1000°. 

Привести къ тригонометрическимъ функпдямъ угла моньшаго 45' э 

41. sin 142°. 42. tg 236°. 43. ctg 110°. 44. sin 200°. 
45. tg 290°. 46. ctg I ' M - 47. sin 3,8- 48. sin 228°. 
49. sc 1136°. 50. tg 95°. 51. cos 22Г>0°. 52. ctg 27G°20'. 
53. cos 327 1 4 . 54. tg 280 14'. 55. cos 9304 56. sin 194'. 
57. sin 125°20'. 58. tg 397". 59 sin 410°. 60. cos 602°. 

Найти x, если 

61. s i n a = s i n 2 0 ° . 62. sina; = s i n ' ' . 63. s in . r=cos60° . 
о 

64. t ga ;= tg42° . 65. t g a : = t g 4 5 0 = l . 66 tg2.r=tga; . 
67. tga ;=ctg50° . 68. t g a ; = c t g ' , 3 r . 69. co sa ;=cos25 \ 
70. cosax=cosa. 71. cosa ;=s in40 c . 72. c t g a ; = c t g 1 Arc. 
73. c t g a ; = t g 7 0 \ 74. s ina;=sin 160°. 75. c o s x = — cos24°. 
76. tg2a;=ctg .T. 77. tg2a? . t g a : = l . 78. tg (aaM-6) = 

=c ig( ( / 1 a : - t - i ' I ) . 79. cosa?=—sina;. 80. sina-=csca;. 
81. Показать, что a;=sin p—1, если arc sin (x-t-l)=p. 

ГЛАВА II I . 
§ 33. Тригонометрически функцш суммы и раз

ности двухъ угловъ. 
Задача заключается въ томъ, чтобы, зная тригонометрическ1я 

функщй двухъ угловъ, найти тригонометричесюя функщй ихъ 
суммы и разности. 
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1. СинуСЪ суммы. Вообразимъ два такихъ острыхъ угла 
ЛОВ=а и ВОС=Ъ (фиг. 16), что ихъ сумма a - f & < 9 0 ° и а>Ь. 
Опустимъ изъ С на OA перпендикуляръ C E = s i n (a-\-b). 

Для опредълешя sin (д-f b) сдълаемъ следующее построеше. 
На общую сторону ОВ угловъ а и Ъ опус
тимъ изъ конца С дуги угла b перпендику
ляръ СК и продолжимъ его до пересъчешя 
въ Н съ рад1усомъ OA. Изъ В опускаемъ на 
OA перпендикуляръ BN. Имъемъ: 5 J V = s i n a , 
0 i V = c o s a , CK=sinb, OK=cosb. 

Прямоугольные Д Д СЕН и OBN по
добны, такъ какъ /_ЕСН= /_BON=a (по пер-

А 

Фиг. 16. 

пендикулярности сторонъ СЕ къ ON и СН къ ОВ), слъд. , 

СЕ ON sin (a-j-6) 
ей = ов и л и KH+smb 

cos« 
1 

откуда sin (a - [ -# )=cosa (A'ff-|-sin6) (а) 

Остается найти 7Ш. Для этого воспользуемся подоб1емъ Д Д - о в ъ 
ШО и OBN (/.BON—общЩ; имъемъ 

BN ВН 
-рг-лу ИЛИ 
ON cosb 

sin a cosb 

EH 
OE 

s ina 
cos ft 

откуда / г Я = 
cosa 

Подставляя значеше KH въ рав. (а), имъемъ 

sin (o- f -6)=s ina cos6- fcos« sinu • • (1) 

I I . СинуСЪ раЗНОСТИ. Даны (фиг. 17) острые углы ^АОВ= 
= а и /_ВОС=Ь, причемъ Опустимъ изъ С на ОЛ перпен

дикуляръ C E = s i n (a — b). 
Для опред'влешя sin (a—b) сдълаемъ та

кое же построеше, какъ и въ первомъ слу
чаъ, т. е на общую сторону ОБ угловъ а и Ъ 
опустимъ изъ конца С дуги угла b перпенди
куляръ СК и продолжимъ его до пересъчеш'я 
въ Я с ъ рад1усомъ OA. Изъ В опускаемъ на OA 

перпендикуляръ. Имъемъ: BN=s\na, ON=cosa, CK=sinb, OK—cosb. 
Прямоугольные Д Д СЕН и OBN подобны, такъ какъ 

/ЕСН= £BON—a (по перпендикулярности сторонъ СЕ к ъ ON и 
СН къ ОВ), сл^д. , 
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СЕ _ ON sin (a—b) _ cosa 
СН ~~ OB ИЛИ KH—sinb ~ ~T~ ' 

откуда sin ( a—&)=cosa (RH—s'mb) 

Подставляя сюда найденное выражение для КН, получимъ 

sin (a—b)=sina cosb—cosa s i n i (2) 

Ш . КОСИНУСЪ СУММЫ. По § 7 имъемъ 
cos ( o + & ) = s i n [90°—(a-f-6)]=sin (90°—a—b), 

отсюда, разсматривая 90°—a—b, какъ разность угловъ 90°—a и b 
(при чемъ 9 0 ° - a > f t ) , на основанш рав. (2) им-вемъ 

cos (a-}-£>)=sin (90°—a) cos b—cos (90°—a) sin b= 
= c o s a cos b—sin a sin b . . • (3) 

IV. КОСИНУСЪ раЗНОСТИ. По § 7 имъемъ 
cos ( a - o ) = s i n [90°—(a—6)]=sin ( 9 0 ° - a + o ) , 

а на основанш рав. (1), видя въ 90°—a-J-б сумму угловъ 
90°— а и Л, получимъ 

cos (a—&)=sin (90 е —a) cos u-f-cos (90°—a) sin 6 = 
= c o s a cos 6-)-sin a sin b (4) 

Y. Таигенсъ суммы. 

Имъемъ tg (a-\~b)= ™ |"T̂ j . и л и - п 0 Р а в - 0 ) и ( 3 ) § 3 1 > 

sin a cos 6 - | - c o s a s ' n ^ 
cos a cos b—sin a sin b 

Д ъ л я числителя и знаменателя этой дроби на cosa cosu, получимъ 

s i n a cosb c o s a sin b s i n a , sin & 
. , , , , c o s a cos 6 cosa . ' cos 6 c o s a cos b 
tg(a-\b)= - : т : = : - ИЛИ = — : : 7" 

e v cos a cos b sin a sin b ^ sin a sin b 
cos a cos b cos a cos b .• ' cos a cos 6 

или tg(a-f-&)= f—tf—F (5) 
6 V ' 1—tgatgft v 

VI. Тангенсъ раЗНОСТИ. Такъ же точно найдемъ, что 

tg ( « - & ) « (6) 
7 1 + t g a tgo 



§ 33а. I. СинуСЪ суммы. Даны два такихъ угла АОВ= 
—а и ВОС=Ь, что a - f -&<90 и а>Ъ (фиг. 18). Изъ С опустимъ 

на OA перпендикуляръ C E = s i n (a-f-6). 
Для опредълешя sin (a-f&) сдвлаемъ 

следующее построеше. Чрезъ точку В, в ъ 
которой общая сторона угловъ а и Ъ пе-
ресъкаетъ дугу, проводимъ касательную к ъ 
дугв до пересъчешя къ К и D съ другими 
сторонами OA и ОС угловъ. И з ъ D опуска
емъ на ОК перпендикуляръ DP. 

ZP А I 

Фиг. 18. 
Легко ВИДЕТЬ, что 

откуда 

Д DOK= I DK . 0В= $ OK . DP, 

DK . ОВ=ОК . DP, 

но DK=DBArBK=tgb-\-iga, OK=sca и 0В—\, поэтому предыду
щее равенство обращается въ 

t g a - f - t g i = s c a . DP (a) 

Остается связать DP съ искомою величиною СЕ- Легко видъть , 
что Д DPO оо Д CEO (DP || СЕ), слъд., 

DP DO n D DO . СЕ 
СЕ ~ СО ' 0 Т КУ д а СО ' 

но D0=scb и С0=\, 

поэтому D P = s c & sin (a-f&). 

Подставляя это выражеше DP въ уравнеше (а), получимъ 

t g a - l - t g 6 = s c a scb sin (я f 6), 

t g a + t g e 
откуда sin (a-j-6) •• sea scb 

Остается преобразовать это выражеше для sin(a-f-6). Подставляя 
s i na . sinfr . 7 

вм. t g a и ~ вм. tgo и упрощая, получимъ 
cosa & cosb ь 3 r J 

. . , s ina cos&-j-cosa sinb 
sin (a-fb) = ! r—f— , 

1 cosa sea cose sc& 

но, по рав. (3) § 8, c o s a s c a = l и cos6 s c 6 = l , слъд., 

sin (aArb)=s\na cosft-f-cosfr-j-cosa sin& (1) 
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i l . СИНУСЪ раЗНОСТИ. Даны (фиг. 19) /.АОВ=а и /_ВОС= 
—Ь, при чемъ а>Ь. Изъ С опустимъ перпендикуляръ C E = s i n {a—b). 

Для опредълешя sin (a—b) сдълаемъ то же построеше, что 
и въ первомъ случаъ, т. е. чрезъ точку В, въ которой общая сто
рона угловъ а и b пересъкаетъ дугу, проводимъ касательную к ъ 
д у г ъ до пересъчешя въ А' и В съ другими сторонами OA и ОС 

угловъ. Изъ D опускаемъ на ОЕ перпен
дикуляръ DP. Легко видъть что 

l\DOE=\OE . DP=\DE . ОВ; 
откуда ОЕ . DP=DE . ОВ, 
но O b , = s c « , DE=BE—BD=tga -tgft и 
OB=l, 

Фиг. 19. 
поэтому s e a . D P = t g a — tgb (b) 

Остается связать DP съ искомою величиною СЕ. Легко видъть, 
что Д DPO сл Д CEO (DP || СЕ), поэтому 

DP DO п о DO . СЕ 
СЕ = СО ' 0 Т К У Д З D P = = ~ C O ~ ' 

но DO=scb и С О = 1 , 

слъд. DP=scb sin (а—Ь) 

Подставляя это выражеше для DP въ уравнеше (6), получимъ 

s e a scb sin (а—u)=tga—tg&, 

откуда sin (а—6)= t g a — t g * 
s e a sc6 

или, по рав. 3 § 8, sin ( a — 6 ) = c o s a cos& (tga— igb) 
или, раскрывая скобки, 

sin ( a — 6 ) = t g a cosa cos6—cosa c o s i igb, 
но t g a c o s a = s i n a и cosb igb=s\nb, с л ъ д , 

sin ( a — i ) = s i n a cos*—cosa s inb . . . . (4) 

§ ЗА. Обобщеше. Покажем?., что равенства предыдущаго §-а 
справедливы для всъхъ угловъ. 

I. Положимъ, что даны а < Д , но а - ь & > . 
2 2 Z По § 21 имъемъ 

sin (я - -6 )=s in [-—(a-+-6)J или 

= sin 
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7; 

И 2 
зримънить формулу § 33, поэтому 

in ( a - t -6 )=s in ^ — AJ cos ^ —^ j - b c o s ^* —aj sin ^ — 6 ^ 

можно применить формулу § 33, поэтому 

sin 

или, по § 7, 
= c o s a sin sin я cos 6. 

То же доказательство для остальныхъ формулъ. Итакъ, формулы 
§ 33 справедливы для всъхъ острыхъ угловъ. 

II. Следующая теорема даетъ возможность показать справед
ливость формулъ § 33 для всъхъ угловъ. 

Теорема. Если формулы ij -'1-> справедливы для какнхъ-иit-
будь угловъ х н у, то оть будутъ с?цтведливы и тогда, когда 

одинъ изъ угловъ увеличится на . 

Положимъ, что х увеличился на " и хч-9=7", докажемъ, чти 

формула (1) § 33 справедлива для угловъ А* и у, т.-е. что 
sin (кч-у)=sin к cos уч-cos к sin у; 

для этого замътимъ, что 

sin (A-f-y)=sin -+-%•+-У J > или 

по § 24, = c o s (хч-у), 
а такъ какъ для угловъ х и у формулы § 31 справедливы, то имъемъ 

cos (x4-y)=cosx cos у—sin;х sin у, 
но, по § 24, cos.r=sinA' и s i n : r = — cosA-, след., 

sin (A'-Hy)=cos(aM-?/)=sinb"cos//4~cos>r sin у. 
Пользуясь только что доказанной теоремой, легко распространить 
формулы § 33 на каю'е угодно углы А и В. 

Раздъливъ каждый изъ нихъ на ' } , получимъ 

А=т . -0 ~k-p, В=п . " -+-q, 

гдъ т и п—цтзлыя числа, а р и q—острые углы, для которыхъ ф о р 
мулы § 33 справедливы (§ 34.1); эти формулы на основанш предыду-

Такъ какъ А-+-Ь> , ТО [~—(A-T-B)] нля 
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щей теоремы справедливы для всъхъ тъхъ угловъ, которые мы б у 

демъ получать, прибавляя постепенно кър и q по ~[ , т.-е. в ъ концъ-

концовъ, и для угловъ А к В. 

III. Формулы § 33 справедливы и тогда, когда « < & . 
Въ самомъ дъл1з, 
sin ( а — 6 ) = — s i n (Ъ—«")=.— ( s i n & c o s a — c o s & s i n a ) = 

= s i n a cosft—cosa s inu. 
To же доказательство для остальныхъ формулъ* 

§ 35. Синусъ, косинусъ и тангенсъ двойного угла. 
Полагая а=Ь въ формулахъ (1), (3) и (5) § 33, получимъ 

s i n 2 a = 2 s i n a cosa (1) 

c o s 2 a = c o s 2 a — s in 2 a (2) 

* « - < X . p ' 

Примьчаже. Если положить & = 2 a , 3a, и т. д., то получимъ 
sin 3a, cos За и т. д, 

§ 36. Синусъ, косинусъ и тангенсъ половины угла. 
По формуле (2) § 35 имъемъ 

c o s a = c o s 2 2 — sin 5 ^ О ) 

Подставляя 1—cos^ вм. sin 2 ^ , получимъ 

c o s a = 2 c o s 2 2 — 0 Т К У д а 

/ 1-fcosa 
c o s 2 = ± l / — L - (2) 

Подставляя 1 — s i n 2 ^ вм. c o s 2 ^ въ рав. (1), получимъ 

c o s a = 1 — 2s in 2 ^ , откуда 
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V1 • а * ) -0--М / 1 — c o s a , ч ч 

S i n 2 = ± 1/ — Г " ( 3 ) 

Д-Ьля рав. (3) на (2), получимъ 

ё 2 I / 1 + c o s a 1 ' 

Умножая числителя и знаменателя подкоренной дроби на ея чис
лителя, получимъ 

. _•_••/ v»—cosa ) 2 1—cosa 
t g ? T = ± | / Ц r-^- или = (5) 6 r > l / 1—cos 2a s ino v ' 

умножая же на ея знаменателя, получимъ 

. a sin-a 
t g 2 = - T + c ^ T ( 6 ) 

Равенства (5) и (6) можно получить слъдующимъ образомъ. Такъ 
, я s i n ' k * п • ,i какъ t g „ = — - . — . то, умножая члены дроби или на 2 s in 1 ha 

&2 cosV2a J 

или на 2 c o s ' / 2 a и принимая во внимаше равенства (3) и (2), 
имъемъ 

, a s in ' / га 2 s in 2 1 / - ' a 1—cosa 
tg „ = ^ ИЛИ = X • , , = ; 

2 cosV^a 2cos ' />a s in ' / га sin а 

. a s in ' /aa 2 s i n 1 ha cos 1 ka s ina 
И tgjr = ИЛИ = • pr — ' = Г-j 

b 2 c o s 1 ^ 2 cos 2 a 1 + c o s a 
Примьчаже. Покажемъ, что двойной знакъ передъ радика-

ломъ въ формулахъ (2), (3) и (4) не есть только результатъ алге-
браическаго ръшешя вопроса, а согласуется съ тригонометрическою 
сущностью его. 

Дадимъ объяснеше аналитическое. 
1) Въ вычислеше входитъ не самый уголъ а, а только cosa, 

поэтому наши формулы (2), (3) и (4) должны быть справедливы 
для всвхъ угловъ, имъющихъ тотъ же cosa. 

ВСБ углы а, имъюшде тотъ же косинусъ, выражаются фор
мулами (§ 29) 

2/с-г-|-а и 2к-—я, 
*) Если a—уголъ треугольника, то онъ меньше 180°, а потому а <^ 90°; въ 

такомъ случай въ формулахъ (2), (3) и (4) надо брать, конечно, только знакъ- | - (§ 15). 

А . Воивовъ. Прямолин. тригоном. 3 
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тслъд., углы ' / г а выражаются формулами 

к--+-2 и А " — 2 > 

но- тангенсы угловъ первой формы равны тангенсамъ угловъ вто
рой формы (§ 3 1 , II) только по абсолютной величинъ, а отлича
ются знаками. Вотъ почему въ формулъ ( 4 ) взятъ двойной знакъ. 

Въ формулахъ (5) и (6) даны s ina и cosa . Всв углы, имъю
шде тъ же синусъ и косинусъ, какъ и уголъ а, выражаются (§ 29) 
формулою 2Атс-ьа, слъд., углы ЧЗА выражаются формулою 

°| , а у всъхъ подобныхъ угловъ тангенсъ одинъ и тотъ же 

( § 3 0 , II), Вотъ почему въ формулахъ (5) и (6) двойного знака нътъ. 
Двойной знакъ въ форм. (2) и ( 3 ) взятъ потому, что синусы 

и косинусы угловъ указанныхъ формъ отличаются знаками; коси
нусы отличаются знаками тогда, когда въ одной изъ этихъ формъ 

ft четное, а въ другой нечетное, напр., у угловъ ^ и 7 1—г>' П 0 Т 0 М У 

что сумма ихъ въ такомъ случаъ равна нечетному числу разъ тс 
(§ 3 1 , III); синусы угловъ этихъ формъ отличаются знаками тогда, 
когда въ нихъ к одновременно четное или нечетное (§ 3 1 , I). 

2) Въ формулахъ (2), ( 3 ) и ( 4 ) данъ не самый уголъ а, а только 
cosa. Эти формулы показываютъ, что одному значенпо cosa соот-

вътствуетъ д в а з н а ч е ш я s in^ и два значешя c o S g . Объясняется 

это слъдующимъ образомъ. Существуетъ цЪлая группа (§ 29) уг
ловъ, а не одинъ только уголъ а, имъющихъ тотъ же cosa; всъ 
эти углы выражаются формулою а=2кт.±а, гдъ к— цълое число. 
Поэтому синусы и косинусы половинъ этихъ угловъ выражаются 
формулами 

1 1 sin -(2ft-.-.и а) и c o s 9 ( 2 f t - ± a ) . 

Разсмотримъ каждую изъ этихъ формулъ отдельно. 
Имъемъ 

sin g = sin *-(2fc-=tn) = s i n ( f t - ± *-)= 

= s inpr -cos* ^ - cosKT. sin ^ = z t s i n * 

т а к ъ какъ sinj,-r: = 0 и COSVTC=:-_L:1. 
Такъ же точно 
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cos 2 = cos j (2K* ± a ) = cos ( K T T d t ^ ) ^ 

a . A I 

= cos wires2 sin КЪ sin 2 = r * r c o s . 

Поэтому и tg 2* = ^ t g ^ • 
Итакъ , зная только cosa, мы не можемъ утверждать, какой изъ 
двухъ знаковъ надо взять при радикал-fe въ формулахъ (2), (3) и 
(4). Если же будетъ извъттенъ самый уголъ а, то мы будемъ 

а , 
знать, какой четверти принадлежитъ ^ > а потому будемъ знать, 
положительный ли sin ^ и cos ^ , т. е. будемъ знать, какой брать 

знакъ при радикал-в. 
Что касается равенствъ (5) и (6), то въ нихъ вторая часть 

взята со знакомъ -} - , п. что, какъ сейчасъ увидимъ, объ - части 
эгихъ равенствъ равны не только по величине, но и по знаку. 
Въ самомъ Д-БЛ-Б, числитель правой части рав. (5), т. е. 1—cosa 
всегда положительный, такъ какъ cosa < 1, слъд., знакъ правой 
части зависитъ только отъ знака знаменателя sin а, а потому намъ 

i a 
остается доказать, что знаки tg ^ и s ina одинаковы, а это видно 

. а sin ., „ . а а , а 2 вотъ изъ чего: s i n a = 2 s i n ~ cs ^ , а t g „ = , т е. sin а есть 2 2 & 2 а c o s 2 

. а а , а 
удвоенное произведете двухъ чиселъ sin ^ и cos ^•, а tg^ е с г ь 

частное тъхъ же чиселъ, а мы знаемъ что знакъ произведшая и 

частнаго двухъ чиселъ одинъ и тотъ же. Итакъ з н а к и t g ^ и s i na 

одинаковы, а потому и знаки объихъ частей равенства (5) одина
ковы. Такъ же точно можно показать, что знаки об%ихъ частей 
равенства (6) одинаковы. 

§ 37. Сумма синусовъ и коси н,у со в ь двухъ угловъ. 

Складывая попарно и вычитая равенства (1) и (2), (3) и 
(4) § 33, получимъ 

sin (a-fd)-f-sin (a—b) = 2 s i n a c o s i , 
sin (a-f-o)—sin (a—b) = 2 c o s a s i n * 
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cos (a - f £>)-j-cos (a—b) — 2 
cos (a-f-o)—cos ( a — b ) = — 2 

Полагая a - f - 6 = p и a — b = q , найдемъ 

I = 2 c o s a c o s b , 
i = — 2 sin a sin 6, 

2 ' 

подставляя эти значения a и 6 въ предыдущая равенства, получимъ 

sin p- |-sin q = 2 sin ' / 2 ( P + a ) cos '/г (p—q) • • (1) 
sinp— s ina = 2 sin V 2 (p—<?) cos ' / 2 ( P + ° ) • • (2) 
cosp-f-cos<? == 2 cos V 2 (P+<?) cos ' / 2 (p—Q) • • (3) 
cosp — cos<?=—2 sin V 2 (p — Q) sin V-, (p-f-o) . . (4) 

Формулы (1), (2), (3) и (4) читаемъ такъ: 

Сумма синусовъ двухъ угловъ равна удвоенному произведе
н а синуса полусуммы на косинусъ полуразности тъхъ же угловъ. 

Разность синусовъ двухъ угловъ равна удвоенному произве
д е н а синуса полуразности на косинусъ полусуммы тъхъ же 
угловъ. 

Сумма косинусовъ двухъ угловъ равна удвоенному произве
д е н ^ косинуса полусуммы на косинусъ полуразности тъхъ же 
угловъ. 

Разность косинусовъ двухъ угловъ равна съ обратнымъ зна-
комъ удвоенному п р о и з в е д е н а синуса полуразности на синусъ 
полусуммы тъхъ же угловъ. 

§ 8 8 . При р-вшети Д - о в ъ намъ понадобится такое слъд-
CTBie изъ равенствъ § 37: сумма синусовъ двухъ угловъ такъ от
носится къ ихъ разности, какъ тангенсъ полусуммы тъхъ же 
угловъ относится къ тангенсу ихъ полуразности. 

Д-Ьля почленно рав. (1) на (2), получимъ 

рав. (2) и (4) § 8, = tg »/г {p+q\ ctg V 2 (р-<?)> и л и в ъ С И Л У 

sinp-j-sino sin у а (p-\-q) cos '/г (р—д) 
s inp—sina — cos (р+~о) * sin 7 2 (p—q) , или, въ силу 

рав. (6) § 8, = tg i / 2 (p+q\ 
1 tg V 2 (p+q) 

tg Ч* (Р-Я) tg i /2 (P-Q) ' 
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Задачи. Полагая s i n a = 1 / 2 , 5 ш 6 = 7 з , найти 
1. sin (ач-b), cos (ач-b), sin (a—b), tg (ач-Ь). 

2. sin 2a, tg 2a, ctg 2a, cos 2a, cos Vza, tgV 2 a , cosV 2 (o— 
3. Полагая t g a = l ]

/ 2 , найти tg 2a, tg X\IA, sin 7 2 a » sin 2a. 
4. Найти sina, cosa, c tga , если tg 2 a = — 1 , 5 . 
5. Полагая c t g ' / 4 a = 3 / 4 , найти cos 1j2a и tgVsa. 
6. Выразить tg ' /га черезъ sina. 
7. esc 2ж=1 2 / з , найти ctga;. 7a. t g a = 3 / 7 ; найти sin 2a . 
8. Повторить (см. § 34) формулы (2), (3) и (4) § 3 3 для острыхъ угловъ. 
9. Полагая s i n a = 0 , 5 , sin b=l!3, s i n c = l , найти sin (ач-Ьч-с) и 

cos (a—Ьч-с). 
10. Найти tg (ач-Ьч-с) и tg (ач-b-с), полагая tg 0 = 1 7 2 , t g6=V» 

и t g C = 2 / 3 . 
11. Выразить ctg (a±b) чрозъ c tga и ctg6. 
12. Выразить, какъ въ § 36, ctgVsa чрезъ s ina и cosa. 
13. Выразить ctg2a чрезъ ctga. 
14. Выразить tg'3a чрезъ t ga . 

Найти тригонометрически величины угловъ 

15. 22°30' и 11°15' зная, что sin 45°= i / 2 V / 2 . 
16. 60°, 15° и 7°30', зная что sin 3 0 ° = 7 2 . 
17. 36° и 72°, зная, что sin 18°= V* (Vb — \). 
18. Зная тригонометрическая величины угловъ -45°, 30°, 1S° и 72°, 

найти триг величины угловъ въ 75°, 48°, 12°, 63% 27" и 9°. 
19. Показать, что tg 5 2 ° 3 0 , = У / 6 — У В - У72—2; 67°30' = 1 -+- У2; 

sin 52°30'H-sin 7°30'=1/У2-»-^2. tg 1э°=2—V 'S; ctg 15°= 
=2Ч-УЗ. 

22*. tg (45°-ня)—tg (45°—a)=tg 2a. 
22а. s in(a-f-45°j sin (a—45°)=— 7 5 cos 2a. 
23. sin (ач-b) sin (a—&)=cos 2 6 — c o s s a = s i n J a - s m 2 b . 
24*. cos(a-+-6) cos ( a — 6 ) = c o s 2 a — s i n 2 6 = c o s 2 6 — s i n 2 a . 
25. sin (30°H-a)H-sin ( 3 0 ° - a ) = c o s a . 
2 6 * cos (Vert—a)—cos (Ve~- i - a )=s ina . 
27. sin (60°-j-a)—sin (60°—a)=s ina . 

Показать, что 

l-J- tga 
1 - t g a 

30. 

28. 1 - t g a : 
1-t-ctga; 
sin 2 a 

igx tg (45°—ж). 

cos 2 a 

32.*(cosa— s i n a ) 2 = l — sin 2a. 

34. ctg 2 a — t g a = 2 ctg 2a. 
36. t g a - i - c t g a = 2 esc 2a . 
38. cos 2a; s c 2 a ; = l —tg2a;. 

35. (l-+-tga;)(ctga;— l )=2ctg ,2a? . 
37 c s c 2 a = ' / s s e a csca . 
39.*ctg 2a;—l==cos 2a; csc Ja;. 
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40. 
42 . 

44 . 

46. 

48. 

50. 

51. 

2 s in 2 (45°—V ,a^=l—sina: . 4 l . * 2 c o s 2 ( 4 5 0 - f - y , 2 ; ) = l — s i n a ; . 
2 cos 2 (45° 
1-t-cosa; _ 
1— cosa; — 

1—tg 2a 

ctg ; 
x 

. , = cos 2x. 
1-4-tg 'a 

sin 2a , 
l-+-cos2a ~~ ё 

s ina- t -cos a = s i n 
2 sina;—sin 2x 

43. 

45. 

47. 

49. 

tg (45°-i-V2a ;)=(l-i-sina;)sca;. 
l - c o s 2 a _ 3 t g 2 a — 1 
l - b c o s 2 a 

2 t g a 
3 - t g 2 a 

= sin 2a. 

cos x 

2a 

sina;-н sin 
52. (1-

2x 
x 

(sin a-+-cosa) 
x 

l -+ - tg 2 a 

ctg a; t g ! / 2 a ; = , 
ь b 1-4-cosa; 

- c o s 2a (s ina—cosa) . 

-cosa;) cos 2 ^ = (l-f-cos.-r) 

51a. c tga;—tga;=2 ctg 2x. 

sin 2 

53. s in(a- i-6 sin(6—a)-»-sin(6-i-c)sin(c—&)-+-sin(a-»-c)sin(a—c)=0. 
54. s in s (a -b&) = cos 2a-+-cos 26—2 cosa cosu cos (a-ь-й) = s in J a - f -

- t - s in 2 6 - i -2 s i n a sinb cos (a-t-b). 
55.* co s 2 ( a -
56.* cos 2 (a 

57. arc sin 3 /s 

6) — sin 2 a—cos 2 #—2 cosa cosb cos (a-
b) — cos 2 ( a - i - 6 ) = s i n 2a sin 2b. 

-6). 

59.* 

60*. 
61. 

arc sin V 5 = 9 0 o . 

arc tg i/2-i-arc tgV3= " • 

58.* arc tg V7-+-2 arc tg »/з= 

59a. a rc ctg 3 / i arc c tg ' 4i= 
•к 
4 

= arc sin 7 7 

3 arc tg V 4. 

63 

65. 
67*, 
69* 
71*. 
73*. 
75*. 
77*. 
79 
81. 
83* 
85. 
87. 

89* 

arc cos 4 

arc tg 8 / is 
Найти 

sin (arc sin 3 /5 -ьагс cos 
Решить уравнешя 

tg 2 ж = 3 tga;. 
igx ctg(90°— 2ж)=1»/8 . 

. tg(a-t-x)—igx=m. 
sina;-i-sin (60°—x)=m. 
sin (a;-4-a)=eosa;. 
cosa4 -cos 2.^=0,68. 

„ cos 1

;

,2o;4-2 c o s a ; = a . 
sin 2 x = A sina;. 
2 s in 2 3 . r -» - s in 2 6a ;=2 . 
tg (x-+-a)=3 tg(a;—a). 

tg(60 c -+-x) (tg 6 0 ° - ж ) = р 
2 sin2a;-+-sin 2a ;=4 cos'a;. 

arc sin 
6 2 * 

8/17. 

arc ctg : arc tg 

13). 64.* cos (arc sin 0,8—arc tg 2, 4). 

sin x—p sin (a—ж)=0. 

91. sin (a-h-x)—p sin (a—x). 
93. sina; sin (60°—a;)=0,25. 
95*. sin*a;=p cosa; sin (а-ьа;) . 
97.* tg ( 4 5 ° - a ; ) = t g 2 a : . 
99*. a (cosa;—sina;)2=u cos 2a;. 
101.* a(l-t-cosx)=bcos42X. 

66* 
68. 
70. 
72*. 
74. 
76. 
78. 
80. 
82. 
84*. 
86 
88. 

90. 

. tg 2a ;=ctga\ 
tg (x-t-a)= —3 tgx. 
3 s ina ;=2 sin (a—x). 
s ina ;=2 sin (30°—a;). 

s i n x = 2 cos 2x. 
COSX-T-COS^J2X= 1. 

cosa ;=3 cos 2x. 
%\n"-xv- s in 2 2 a ; = 1,32. 
tg (45° - f -a ; ) -+- tg(a : -45 c )=4 . 
tg (45°-нж) t g a W / e . 

tg (a-t-a;) tg (a—x)=m. 
s ina :=2 sin (45° -x). 

smx 
sin (120°-a ; ) 

92.* sina; sin (a—x)=p eos2a;. 
94.* sina; sin (60°-+-a;)=0,75. 
96. tg (45°-i-.i;)=2,6. 
98. a=b cos 2aM-sin 2 a;. 
100. 3 (1—cosa;)=2 sin LJ2X. 

102. cos 2x—p cosa;. 
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Я03. sin х=2 sin у и х-+-у=60°. 
104*. s ina ; -4 -cos^= 1 / 2 и x-t-y=l2 
105. sinaM-sin (а —х)=1. 
J07. a sina:=& cosy и х—у—р. 
109 sina; s ing 

' sin(6-»-a;) 2 sin с 
III. sin (х-\-а)=Ъ cosa;. 
113. cosa;-»-cos 3a;-i-cos 5x=0. 
115. sina;-+-cosa;=sin 2a;. 
117. t g ( r c — » ) = 2 V e ; t g ( J B — j , ) = V i 8 
119. sina;-bcosa;-i-sin 2a ;=2 . 
J2I. sin (a-+-x)—sinacosa;=cosa. 
123. sin (a-t~x)=b sina;-«-r cosa;. 

103a tg (45°-+-а;)=2ч-3 tga;. 

106. sin 2аз=4 cos3a;. 
108. 8 ctga;—3 c t g 7 2 Z = 0 . 

110. tg ( 4 5 ° — x ) = 2 , 4 tgx. 

112. 3 t g « = t g ( ам-а ) . 
114. s i n a : = 4 s i n y и хч-у=60с. 
116. sina; cos (30°—x)—0. 
118. 4 t g a ; = t g (135°—x). 
120. cos (a- i-a;)=sin (x—a). 
122. s i n a ; = 3 sin (120°--x). 
124. cos2a:-t-cos (180°—x)=0-

ГЛАВА IY. 

Вычисление т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ъ величинъ. 

§ 39. Для ръшешя Д - о в ъ надо знать тригонометрически 
величины всъхъ острыхъ и тупыхъ угловъ; формулы приведешя 
показываютъ однако, что достаточно составить тригонометрическая 
таблицы для угловъ отъ 0° до 45° (§ 18). Покажемъ, какъ мо
гутъ быть составлены подобныя таблицы. Въ §§ 40, 41 и 42 
будемъ а;'омъ обозначать число, выражающее величину угла, если 
за единицу угловую принять уголъ, дуга котораго равна своему 
рад1усу. 

§ 40. Теорема. Если а ; < 1 / г т с , то sin x<x<tg х*). Такъ 
какъ при рад1усъ=1 величина угла и длина его дуги выражаются 
однимъ и тъмъ же числомъ, то мы, описавъ изъ вершины даннаго 
угла х дугу рад1усомъ, равнымъ 1, покажемъ, что (фиг. 17) 

AD<^AC<EC. 
Такъ какъ AD<AC, а АС<-АС, то AD< 
Далъе, секторъ АВС< /\ЕВС, т.-е., 
—АС .ВС ЕС . ВС 
• 2 < 2—' о т к У д а > посокра-

ВС 
щенш н а — , имъемъ: w АС < ЕС. 
Итакъ АВ < — АС < ЕС, слъд., и В 

s ina ;<a;<tga; . 
Фиг. 17. 

*) Иначе это можно выразить (§ 3) такъ! отношеше дуги остраго угла кг ра-
д!усу больше синуса и меньше тангенса этого угла. 
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§ 41. Теорема. ПредЬлъ отношеш'я равенъ I при не-

опредьленномъ уменьшены х 
Такъ какъ sina; < а; < tga;, то 

sina; sina; sina; 
— — > > - . — или 
sina; a; tga; 

, ^ sina; 
1 > > cosa;, x 

cosx при уменьшены x стремится къ 1, а потому и отношеше 
sin 

—— , заключающееся между 1 и cosa;, тоже безпредъ\льно стремится 

к ъ 1 (но нигда не можетъ быть равно 1, пока х не равно нулю). 
§ 42. Теорема. Если х<1/^, то x-sinx<llix*. *) 
Равенство (1) § 35 даетъ 

X X 

s ina ;=2 s i n ^ - c o s ^ или, умножая и д'Ьля 

на c o s | , ' = 2 t g | c o s » | 
= 2 t g | ( l - s i n ^ 

X X X 

подставляя ^ вм. tg и sin ^ > м ы уменьшаемъ оба множителя, 

а потому 
• х1У ХЛ s i n a ; > 2 . — ^ - 1 или 

sma;>a;— - , откуда 

а;3 

x—sm х < .- . 
4 

§ 43. На основаши предыдущихъ теоремъ можно сл-Ьдую-
щ и м ъ образомъ составить таблицы тригонометрическихъ величинъ 
угловъ, увеличивающихся последовательно на одну и ту же 
величину, напр., на Г . 

. По §§ 40 и 42, 
(IV 

sin 1 ' < Г и sin 1 ' > Г — Ц * - , 

*) Т. е. разность между отношешемъ дуги остраго угла къ ея рад1\су и коси-
лусомъ угла меньше четверти куба этого отношевЫ. 
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но r = 5 H f - S i = 0,000290888208, т.-е. 1' < 0,0003, 

a ^ < 0,000000000006, слъд.. 

sin Г<0,000290888208 и 

sin l '>0,000290888202. 

Итакъ, у двухъ предъловъ для sin Г первыя 11 цифръ одина

ковы, а потому съ точностью до (даже '/з • можемъ 

считать, что 
sin 1'=0,000290888202. 

Зная sin Г , можно найти cos l ' и т. д. Тригонометричесюя функцш 
слъдующихъ угловъ можно вычислить сл-вдующимъ образомъ. 
По § 37 имъемъ 

sin (a-\-b)-\sin (a—b)=2 s i n a cosb, 
cos (a-\-b)-{-cos (a—b)=2 cosa cosb. 

Полагая a=(p-\-\) b, получимъ 
sin ( /?+2) 6-j-sin pb=2 sin (jt)4-l) b cos6, 
cos (p-f-2) b-\-cospb=2 cos (p-\-l) b cosb, откуда 
sin (p-j-2) 6 = 2 sin (p-\-l) bcosb—sinpb и 
cos 6 = 2 cos (p-f-1) bcosb—cospb. 

Если въ этихъ формулахъ*) дадимъ р послъдовательныя значешя 
0, 1, 2..., а 6 = Г , то получимъ 

sin 2 = 2 sin Г cos Г, 
cos 2 ' = 2 cos 21 — 1, 
sin 3 ' = 2 sin 2' cos Г—sin Г и т. д. 

Т а б л и ц ы л о г а р и е м о в ъ т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ъ в е 
личинъ. 

§ 44. Въ 1614 г. были открыты логариемы шотландцемъ 
Джономъ Неперомъ (1550—1618) и независимо отъ него в ъ 
1620 г. швейцарцемъ Юстомъ Бюргомъ (1552—1632). Таблицы 
тригонометрическихъ величинъ, неизбъжныя до этого о т к р ь т я , 
потеряли свое значеше, и вмъсто нихъ вошли въ употреблеше 
таблицы, содержания логариемы этихъ величинъ. 

§ 45. Т а б Л О Ц Ы ПЯТНЗНачНЫЯ. Въстолбцахъсънадписью 
sin, tg, ctg и cos помъщены логариемы соотвътствующихъ тригоно-

*) Предложены англшскимъ математикомъ Симпсономъ. 
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метрическихъ функщй. Д о 45° градусы и надписи sin и т. д. вы
ставлены вверху столбцовъ, а минуты въ первомъ стобцъ со зна-
комъ '; счетъ ведется сверху. После 45° градусы и надписи cos 
и т. д. выставлены внизу ГБХЪ же столбцовъ, а минуты въ по-
сл'вднемъ столбце; счетъ ведется снизу. Каждый столбецъ им%етъ 
двъ надписи sin и cos, tg и ctg и т. д по той причине, что sin, 
tg, ctg и cos угловъ до 45° соответственно равны cos, ctg, tg 
и sin угловъ отъ 45° до 90°, СЛЕД., И логариемы ихъ равны, 
напр., lg cos 52°2 '= lg sin 37°58'. Въ столбцахъ подъ буквою D 
помещены разности между двумя последовательными логариемами 
синусовъ и косинусовъ. Разности между логариемами тангенсовъ 
и котангенсовъ помещены въ одномъ столбце съ надписью d. с. 
(differentia communis). Существоваше одного столбца разностей 
понятно изъ слЪдующаго. Равенство tga . c t g a = l даетъ lg t ga - | -
-)-lg c t g a = 0 , а это последнее показываетъ, что съ увеличешемъ 
lg t g a на какую-нибудь величину h на ту же величину h долженъ 
уменьшиться lg c tga . 

§ 46. При употреблеши таблицъ надо помнить, что 
I. Синусы и косинусы всегда, тангенсы отъ 0° до 45°, а 

котангенсы отъ 45° до 90° (§ 17)—правильныя дроби, поэтому 
ихъ логариемы отрицательны; въ таблицахъ же, во избвжаше 
отрицательныхъ чиселъ, каждый логарие.мъ въ указанныхъ преде-
лахъ увеличенъ на 10, вслвдств'ш чего при вычислешяхъ его надо 
уменьшать на 10, напр., табличный lg s i n 18°27'=9,50034, а 
истинный lg sin 18 с 27'=9,50034—10 или = 1,50034. 

II. Съ увеличешемъ угла синусы и тангенсы, след , и ло
гариемы ихъ увеличиваются, косинусы же и котангенсы, след . , 
и логариемы ихъ уменьшаются. 

§ 47. Отыскаше логариеиа тригонометрической 
ф у н к ц ш даннаго угла. 

I й случай: уголъ не содержитъ секундъ; 
1) найти lg cos 28°16'. Градусы ищемъ вверху страницы, а 

сминуты въ 1-мъ столбце. Число 9,94485, стоящее въ одной 
т р о к в съ 16' и вь с т о л б ц е съ надписью вверху cos, есть иско
мый логариемъ; 

2) найти lg tg 58°42'. Такъ какъ уголъ > 45°, то градусы 
ищемъ внизу страницы, а минуты въ последнемъ столбце. По
д о б н о предыдущему находимъ, что lg tg 58°42'=0,21609. 
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'2-й случай: уголъ содержитъ секунды; 

1) найти lg sin 30°28'40". Сначала находимъ lg sin 30°28 = 
=9 ,70504 . Изъ таблицъ видимъ, что съ увеличешемъ угла въ 
35 с 28 ' на Г или 60" lg s i n 30°28' увеличивается на 21 стотысяч
ную; предполагая, что съ увеличешемъ угла на 40" логариемъ 
его синуса увеличивается на х стотысячныхъ и что приращешя угла 
(когда они меньше Г) пропорцюнальны приращешемъ логариема, 
им вемъ 

60" : 40"= 21 : х, откуда 

ж = 1 4 стотысячныхъ. Итакъ, l i g s n 30 ч 28'40"= 9,70518. 
Такъ вычислять х надо по таблицамъ Лаланда. Если в ъ т а б -

лицахъ (Рябкова, Пржевальскаго и др ) имвются готовыя разности 
P.P., то х вычисляется проще: отыскавъ столбецъ съ надписью 21 
(стотысячныхъ), найдемъ изъ него, что съ увеличешемъ угла на 40' 
логариемъ синуса увеличивается на з ;=14 (стотысячныхъ). 

2) найти l g c t g 70°13'36". Находимъ lg c t g 70°13'=9,55593. 
Съ увеличешемъ угла на 60" логариемъ котангенса умень
шается (§ 44, И) на 39 стотысячныхъ, а съ увеличешемъ угла на 
36" логариемъ уменьшится на х стотысячныхъ, слъд., 

60" : 36"=39 : х, откуда 

х= 23 (приблизительно) стотысячныхъ. Итакъ 

l g c t g 70"I3'36"=9,55570. 

§ 4 8 . Пр1емъ, употребляемый нами, когда уголъ содержитъ 
градусы, минуты и секунды, наз. iiHmepno.isiuJfii. Основанъ онъ 
какъ мы вид'Ьли, на допущенш, что разности угловъ пропорцю-
нальны разност.ямъ логаривмовъ ихъ тригонометрическихъ вели
чинъ, и потому, строго говоря, неточенъ, въ чемъ легко убъдиться 
разематривая табличный разности. Когда уголъ малъ (до 2) или 
великъ (отъ 88 е до 90 е ), то вышеупомянутый разности не про
порцюнальны. Въ такомъ случаъ пользуются дополнительными 
таблицами, гдъ углы различаются не на Г, а на 1" или 10"; 
если же ихъ нътъ, то поступаютъ такъ: при помощи таблицъ 
вычисляютъ только логариемы синуса и тангенса малыхъ угловъ; 
что же касается угловъ отъ 88° до 90 е , то ихъ тригонометрическ1я 
величины замъняютъ тригонометрическими величинами угловъ до-
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тюлнительныхъ. Вычисленле логариемовъ синуса и тангенса угловъ 
отъ 0° до 2° производятъ такъ: положимъ, что нашъ у г о л ъ = а , 
ближайилй изъ имеющихся въ т а б л и ц а х ъ = 6 ; обративъ ихъ въ 
секунды, получимъ соответственно А и В; такъ какъ для угловъ 
близкихъ къ нулю можно считать синусы и тангенсы пропорцю-
яальными угламъ (§ 39), то 

s ina А t g a _ А ... 
s ind S H t g 6 В ( U 

беря логариемы обЪихъ частей, найдемъ lg s ina и lg t ga . 

П р и м е р ы : 1) Найти lg sin 1°5'42". З д е с ь а = Г 5 ' 4 2 " , А= 
=3942" , 6 = Г 5 ' , Б = 3 9 0 0 " . Изъ уравнешя (1) получимъ: 
lg sin l°5 '42"=lg 3942—lg 3 9 0 0 + l g sin Г 5 ' = 8 , 2 8 1 2 7 . 

2) Найти lg tg 88°43'56". Такъ какъ tg 88°43'56"= 

= ctg l°16'4"= -• [ l l & 4 „ , то lg tg 88°43'56" = - lg tg 1°16 '4 '= 

= — (lg 4 5 6 0 - l g 4 5 6 4 + l g tg Г16') = 1,65500. 

§ 49. Отыскаше угла по логарпему его тригоно
метрической величины. 

Если логариемъ имеется въ таблицахъ, то уголъ определяется 
легко (§ 46); въ противномъ случае прибегаютъ къ интерполящи. 

П р и м е р ы 1) Найти х, если lg sin ж=9,83297. Въ столб-
цахъ съ надписью sin (вверху или внизу) ищемъ данный лога
риемъ. Находимъ его въ столбце съ надписью sin вверху, по
этому градусы беремъ сверху, а минуты въ первомъ столбце 
(§ 45); получаемъ: ж = 4 2 с 5 4 ' . 

2) Найти х, если lg cosa;=9,89075. Даннаго логариема н е т ъ 
в ъ таблицахъ, поэтому беремъ наиболее подходящш 9,89071; 
о н ъ с о о т в е т с т в у е м углу въ 39°58'; такъ какъ lg cos 38°58 '< 
< l g cosx, то i c < 3 9 c 5 8 ' (§ 46, II); чтобы узнать на сколько х 
меньше 38°58', прибегаемъ къ интерполящи: съ увеличешемъ 
l g cos 33°58 на 10 стотысячныхъ уголъ уменьшится на 60", а 
с ъ увеличешемъ lg cos 38°58' на 4 стотысячныхъ (разность между 
даннымъ 9,89075 и найденнымъ 9,89071) уголъ уменьшится на 
«", след . , можно составить пропорщю 10 : 4 = 6 0 " : а, откуда 
« = 2 4 " . Итакъ, ж=38°58—24"=38°37 '36" . 
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§ 50. Если по логариему видно, что уголъ близокъ къ 0* 
или 90°, то прибътаютъ къ рав. (1) § 48. 

П р и м ъ р ъ : Найти х если lg sin а:=8,11009. Ближайиий 
логариемъ 8,10717 соотвътствуетъ углу въ 4 2 = 2 5 2 0 " . По равен
ству (1) § 48 имъемъ 

sina; : sin 42 = а : : 2520", откуда 
lg siga;—lg sin 42 '=lga;—lg 2520 или 

8,11009-8,10711 =lga;—3,40140, откуда 
lga;=3,40432, a a;=2537 секундъ=42 '17" . 

§ 51. Степень точности при опредвлеши угла по 
пятизначнымь таблнцамь. 

Обозначимъ табличную разность для логариема какой-нибудь 
тригонометрической величины черезъ д, т.-е. предположимъ, что 
съ измънешемъ ея логариема на д стотысячныхъ уголъ измънится 

. (§ 46, II) на 60", слъд., съ изм-внешемъ логариема на 0,00001 

уголъ измънится на . Обратно, если углы отличаются на 

60' . 
, то логариемы соответствующей тригонометрической вели

чины отличаются на 0,00001; если же углы отличаются на ве-

60" 
личину меньшую то логариемы отличаются на величину мень
шую 0,00001, т.-е. разнятся въ 6-мъ десятичномъ знак-fe, и по
тому пятизначные логариемы будутъ одинаковы, слъд.. ошибка 
въ опредълеши угла по пятизначному логариему его тригономе-
трическои величины можетъ быть р а в н а - - - . Ошибка эта, оче
видно, тъмъ меньше, чъмъ больше д. Покажемъ, что приращеше 
логариема тангенса и котангенса равно суммъ приращенш лога-
риемовъ косинуса и синуса того же угла, и что поэтому углы 
точнье определяются по тангенсу и котангенсу, чьмъ по синусу 
и косинусу. 

Возьмемъ l g t ga , l g s i n a , l g c o s a и соответствующая прира

щешя dlt дг, a 3 ихъ. Изъ соотношешя t g a = S m a имъемъ t g t g a = 

C O S CI 

= l g s ina—lg cosa . Съ измънешемъ угла наши логариемы изме
нятся (§ 46, II), и мы получимъ: 
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lg t g « d b d j = lg sincrJbdj— (lg cosaq-d. , ) , 

откуда ^1=^-\-д3, и т. д. 

И з ъ таблицъ видно, что наименьшая разность для логариемовъ-
, с с . 60" 

тангенса находится около 45 , а потому или ошибка зд-Ьсь-

наибольшая и равна 2",4. 
Для логариема синуса съ возрасташемъ угла д убываетъ, 

4. 60" 
слъд., или ошибка возрастаетъ; она достигаетъ нъсколькихъ 
минутъ для угловъ близкихъ къ 90°; поэтому так1е углы не сл-fe-
дуетъ определять по синусу; наоборотъ, углы близк1е къ 0° не 
с л - Б д у е г ъ определять по косинусу. Въ томъ и другомъ случае 
вычисляютъ сначала тангенсъ, а уже по тангенсу—уголъ. 

П р е о б р а з о в а ш е н е л о г а р и в м и ч е с к и х ъ выраженШ 
въ логаривмическ1я. 

§ 52. Для того, чтобы выражеше можно было логариемиро-
вать, его, какъ известно, надо представить въ виде одночлена. 
Правилъ д л я такого преобразовашя нетъ . Укажемъ употребитель-
нейпле np ieMbi . 

I, Если формула имеетъ в и д ъ : s in f i r 1 - s inЬ, ccsor-hcosfr 
cosaJ. :s in&, l r t t g a , l r J : cosa , l r t s i n a , ctgo=!.:ctg6 и т. д . , 
то можно пользоваться равенствами §§ 37, 36 и 33. 

П р и м е р ы . 1) C t g « — C t g & = —: г—J- = 
& & s ina sin& 

slnb co sa—cos6 s ina sin (b—a) 
s ina s i n b s ina s in6 

2) l + s i n a = l - fcos ( 9 0 ° — a ) = 2 c o s 2 (45 =—Vaa) по равенству 
\2) § 36. 

При решеши треугольниковъ намъ придется превращать в ъ 
одночленъ суммы подобныя следующимъ smA f - s inB - f -s inC, 
tgx- l -btgB-HtgC, где А, В и С суть углы треугольника (см. зада
чи § 63). 

II. Если формула имеетъ видъ отличный отъ предыдущихъ, 
то вводятъ вспомогательный уголъ. Сущность этого n p i e M a видна 
изъ следующихъ примеровъ . 

1) Дано a±zb, ГДЕ а > 0 и 6 > 0 . Д а д и м ъ формуле видъ 



_ 4 7 — 

•a ^lTfc^j. Т а к ъ какъ тангенсъ угла въ 1-й четверти изменяется 

отъ О до -\-оо (§ 17), то, сл^д., есть такой острый уголъ х, для 

котораго - = tgse ; вычисливъ отсюда х, имеемъ 

a±b=a ( l ± t g a : ) = a (tg 45°± tga ; )= 

sin 45° s i n a : \ _ a (sin 45°±ж) _ a / 2 sin (45°п=ж) 
^cos 45° cosx) cos 45° cosx cosa; 

Пр1емъ годится и тогда, когда а < 0 или 6 < 0 ; въ обоихъ 
случаяхъ а ->90 с . 

2) Дано «4-6, г д е а > 0 и 6 > 0 . Дадимъ формуле в и д ъ а [ 1 4 - - I 
* V а / 

Такъ какъ 0, то имеемъ право положить - = t g 2 a y получимъ: 

a (14- tg 2 a ; )= a sc 2 a ;= — . 
v 1 ь ' cos-аз 

3) Полагая въ. предыдущемъ примере - = tga 1 , получимъ 

, , , ч / , . s ina;\ a (cosa;4-sinх) 
а ( 1 \-tgx)=a I- 1 ' — 

cosa;/ cos.r 
но cosa :4 r s ina ;=s in (90 r—a;)-f-sina: или, по § 37, 

= 2 sin 45 е cos (45 е — x)=V2 cos (45 е —x), 

, , a V'2 cos (45°—.T) 
след., a4-b= • 

1 cosa; 
Если а < 0 или 6 < 0 ; то ж > 9 0 е . 

4) Дано а — Ъ , где а > 0 и 6 > 0 . Какъ въ 3-мъ примере 
получимъ 

/ ( , / , s ina: \ я (cosa:—sina:) 
a—b=a ( 1—tga ; )=a 1 = — . но ь \ cos .г/ c o s z 

cosa;—sina3=cosa3—cos (90°— a;)=2 sin 45 э sin (45°—x)= 

=V 2 sin (45 е—x), след., 

aV2sin (45°—x) 
a—b= 

cosa; 
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Если а < 0 или й < 0 , то ж>90° . 

5) Если въ 4-мъ прим%ръ - < 1, то можно (§ 17) положить-

^ = cosx или sin у. Въ первомъ случае 

а—Ь—а (1—cosa;) = 2а s in 2 ^ > 

во второмъ а—Ь=а ( 1 — s'my)=2a sin 2 ^45°— ^ j • 

Если « < 0 или &<0, то а;>90° и ?у>180°. 

6) Такъ какъ въ 4-мъ примйр-в - > 0 и < 1, то можно по-
сь 

ь * 

ложить - = sin 2a; или c o s ^ ; поэтому а—Ъ=а (1—sin 2a;) = 

= «cos 2 a? или а (1—cos 2 a ; ] )=a sin 2a;,. 7) Va + b — с, гд-Ь а > О, Ь > 0, с > 0 и а-\-Ь—с > 0. 
Сначала, какъ во 2-мъ примър-fe, преобразуемъ а-\~Ь в ъ 

— ~ - . Беря подъ знакомъ корня первый членъ за скобки, no-c o s ^ v v г 

а с 
лучимъ 1 / — (1 cos 2 а;); 

в / cos 2 a; а 

такъ какъ 

- cos 2a; > 0 и < 1, то полагаемъ 

с 
- c o s 2 a ; = c o s 2 w : а •'• 

получимъ 

п л sin у ,/~~ 
(1—cos 2 */)= -Va. 

cos2x cosx 

Изъ этого примера видно, что, введя несколько вспомога-
тельныхъ угловъ, можно многочленъ преобразовать въ одночленъ. 

Примтчате. Если числовая величина данной формулы от
рицательная, то логариемируя, принимаютъ въ расчетъ абсолют-
ныя величины входящихъ въ нее количествъ, а знакъ минусь 
ставятъ передъ окончательнымъ результатомъ. 
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Задачи. Найти логариомъ синуса следующих!, угловъ 

1. 32°46'. 
5. 45°30'. 
9 37°48'17". 
13. 140°25'14" 
17. 100°19'6". 

2. 24°. 
6. 132°12'. 
10. 50 с20'18". 
14 320°17'40". 
18. 285°26'32". 

3. 45°. 
7. 18°19'24'. 
II. 69'44'56". 
15. 192°25'30". 
19. 198°46'8". 

Найти логариомъ тангенса угловъ 

57 г31'40". 22. 38°40'12". 23. 25°17'42" 21. 
25 42°34'50". 
29. 45°38". 

26 
30. 

7ГГ34". 
65 г18'34". 

27. 108°30'14" 
31 52 с38". 

Найтя логариомъ косинуса угловъ 

33. 20°18'16". 
37. 49°5'14". 
41. 8С20'36". 

34 
38. 
42. 

38°44'25". 
77 э34'30". 
38°4'25". 

35. 68 г17'38". 
39. 162"18'42". 
43. 1G 3748". 

Найти логариомъ котангенса угловъ 

45. 39 с48'12". 
49. 236 с7'15". 

46 
50 

5Г4'14". 
22 с17'4". 

47. 70°48'29". 
51. 45 г40". 

4. 63°35', 
8 12°25'30". 
12. 80°17'40". 
16. 133°47'41". 
20. 152°17'26". 

24. 64°34'12". 
28. 200°50". 
32. 70°26". 

36, 54 с50'42". 
40 354 е 17' 16". 
44. 10°26". 

48. 106 18'24" 
52. 32 е54". 

Найти логарио.мы сл'вдуюгцихъ тригонометрических!, величинъ 

53. sin Г8'16",2. 
56. cos 1°16'20". 
59. sin 89°(V32". 

54. sin 1°12'43",8. 
57. ctg 89°16'20". 
60. ctg 1°16'4". 

55. tg 52'48".6. 
58. tg S9C50'30". 
61. cos 88°54'16". 

Пайтн x, зная, что lg sin x 

62 
66 
70 

9,62865. 
9,70945. 
9,27732. 

63. 
67. 
71. 

9,87438. 
8,81267. 
9,75480. 

равонъ 
64 9,97996 
68. 9,90799. 
72. 9,91428. 

Найти x , зная, что lg cos x равенъ 

74. 9,62865. 
78. 9,95641. 
82. 9,90844. 

75. 
79. 
83. 

9.95427. 
9,75865. 
9,50654 

76. 9.9174(5. 
80. 9,84920. 
84 . 9 .864S7. 

Найти x , если lg tg x равенъ 

86. 
90. 
94. 
98. 

9,74345. 
0,58661. 
1.04360. 
9,88630. 

87. 
91. 
95. 
99. 

0,74345. 
9,58661. 
0,13887. 
0,3. 

88 0,32571. 
92. 0,96512. 
96. 9,65420. 
101 0,1*. 

Найти x, если lg ctg x равент 

102. 0,87475. 103 
106. 9,74241. 107. 

А. Вонвокъ. Прямолин. тритоном. 

9,87475. 
9.16105. 

104. 
108. 

9,96328. 
9,67448. 

65. 9,62933. 
69 9.87977. 
73. 9,86487. 

77. 9,89193. 
81. 9,33303. 
85. 9,82700. 

89. 0,00619. 
93. 8.96512. 
97. 9,77372. 
101 9,86. 

105. 0.96328. 
• 109. 9,65051. 
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Найти 

ПО. cos 130°16'. 
113. cos 200°16'. 
J16. cos 52°17'9". 
119. 2 ctg 80°16'2". 

122. cos - . 
тс 

36 sin 42°8'15". 

III. tg 170°22'. 
114. tg 408°18'. 
117. tg 62°8'10". 
120. sin 1,98. 

123. ctgVa-. 

125. 
127. 

128. 

130. 

132. 

134. 

136. 

138. 

24,5 sin 26°8'19" cos 63 c20'30" 
4,32 

sin 26° ' 
83,5 sin 42°27'30" 

sin 7 3 ° 6 W * 
25,4 tg 73°20 l50" 

ctg28°16 ' 
62tg 1,2 

10,5 ctg 3,8 " 
27 sin 35°20' sin 72°30" 

16 tg 58°24" 

(2,562) 2 cos 36°16' 

126. 

129. 

131. 

133. 

135. 

137. 

139. 

112. sin 252°13'16". 
115. sin 24°16'42". 
118. 3,5 sin 73°8'20" 
121. tg 2,14. 

124. sin 1,4. 

9,6 cos 28°30'16", 

6,32 tg 32°17' 
cos 20°48". ' 

106 sin 27°18'5" 
cosl2 0 20"cos35°48'36" ' 
30,9 sin 20°30 , 40соз62°8' 

tg 75°24' 

tg Vsin 2,08. 
100 

9 . —0,05 
ctg (sin £ ) 

Vctg 72°24' 
140. 0,34 . 5 - 1 tg 126°15'30" sc 108=7 

ctg cos 32" 15'. 

16". 

Н а й т и н а и м е н ь ш е е з и а ч е ш о x, е с л и 

141. s ina;=0,289. 
144. tg . - r=l ,36. 
147. cos . r= 1 7 / 3 . - . . 

150. c o s ^ V ' V m . 
153. t g 1 / 2 a ;=V / l , 4 . 
156 igx=— 3/т, 
159. t g a ; = 5 sina;. 
162. cosa;=2,5 sin 20 
164. c tg .c=9,6 tg20 c 16 50' 

38cos62°8'44" 

142. cosa;=0,3675. 
145. ctga;==3. 

148. c tga ;= 3 / i i . 

151. s ina ;=j /5 , lS . 
154. s ina ;=—0,46 . 
157. t g a ; = — 1 , 3 4 . 
160. 5 t ga ;=14 ctga; 

166. sin x= 

168. sin l/2X-

170. c t g a ; = 

19,6 
= l ,8cos 60 08'49". 
27 sin 48°35 ,26" 

cos 2 3 f 1 5 ' 1 6 ~ ' 
172. s ina ;=0 ,35 cos (—70°25'). 
174. s i n a ; = : , / 8 C O S 2 (45°—a), гд-fe a=60°21 , 38' ' . 

175. s ina ;=—1,62 cos 70°15'tg 28°36". 176. tgx-= 

143. tga ;=0,915. 
148. s i na ;= i r ' / ' 38 . 

149. t g a ; = l / 2 4 , 3 . 

152. s i n l / 2X=l / 0 ,4 . 
155. c o s . r = — 0 , b 3 . 
158. tgas= —1,348. 
161. tga;=3cosa; . 

163. t g a ; = 2 7 cos 5SC1(V20". 
165. tg20°16'28" : tga ;=25,8 : 
.o-, x 0,24 tg 53°6'14" 
167. t g a ; = ^ M 3 . 

fe9. t g i / 2 a ; = 4 . 8 c o s 37 026". 
_ s i n 75°30'24" 

17!. c o s a ; - 7 i 4 t g 3 6 o 8 . • 

173. t g 2 a ; = — 4 cos 196°37'46". 

40,6. 

5 cos 38°42' 
s in40°51' ' 
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177 dzx - s i n 1 9 2 ° 2 8 ' 1 3 " ,78 T Z X - ° - ^ & L } V mi. c t g z - s i n l l 6 o 3 1 . 5 4 . s i n 6 5 0 5 4 . i e . - t g a : - s J n i r 5 6 , 4 0 - . 
179. sin ( j e - y ) = 0 , 6 s i n 28°5'16" и ,<г--нг/=64°29". 
180. 3 c tga ;=5 cosa;. 181. sina:=V4 cosa;. 
182. sina;—cosa;==0. 183. cosa:-f-sina;=0. 
184. 8 s ina;—7cos;z=0. 185. tga?-t-ctga:=4,2. 
186. sina:-i-4 c tga :=2 cscai. 187. tga ;=s in 2a;. 
188. l -+-cosai=2 sina;. 189. cos 2a;=sina;—1. 
190. 5 cosa;=4 cosy и cos (a;—y)=0, l . 
191. sin (x—a)=cos (x-t-a). 192. 2 sin ( a ; - t - a )=s ina - t - cosa . 
193. TGI/2X=cscx— sinx. 194. 5 cos 2 a;-b3 s in 2 a :=2 tg 2 a;—3. 

195. 5s ina ;=2tg 1 /2a; . 1/ г гл 

196. 1 , 5 = 2 С 0 3 Ж . 197. ctga- = f cos ] / sin К0,5. 
198. c tga;= 345,6cos 1G3°18' ( - t g 7 ° 1 2 ' ) 3 . 
199. Найти уголъ, тангенсъ котораго вдвое больше котангенса. 
200. Найти уголъ, котораго тангенсъ и косинусъ равны между собою. 
201. Уголъ въ 72° разд-влить н а две части такъ, чтобы тангенсъ одной 

и з ъ пихъ равнялся 3,4. 
202. Уголъ в ъ 45" разделить н а дв'Ь части, тангенсы которыхъ отно

с и л и с ь бы какъ 5 : 6 . 
203. Дугу в ъ 45° разделить н а так1я дв -Ь части, чтобы спнусъ одной 

былъ вдвое больше синуса другой. 
204. Уголъ в ъ 128°15' разд'Бленъ на д в в так1я части, что синусъ од

ной равенъ косинусу другой. Найти части. 
205. Уголъ, тангенсъ котораго равенъ—2, раздЬленъ н а д в в части, 

синусы которыхъ относятся какъ 2 : 5. Найти части. 
206. РЕШИТЬ систему a;siny/=0,926 н a:cos*/=3,2S 
207. Лучъ падаетъ и з ъ воздуха н а поверхность воды п о д ъ угломъ въ 

36°25. Найти уголъ преломлешя (показатель пр. воды = 
= 1'/••.)• 

208 Синусы острыхъ угловъ прямоугольпаго треугольника относятся 
какъ 3 : 7. Найти эти углы. 

Дать видъ удобный д л я логарпомировашя ствдуюищмъ ь м р а ж о -
шямъ (209—259): 

209. tg«t-+-tg&. 210. l - t g u . 211. t g a - b c t g u . 
212 c t g a - c t g b . 213. l - b t g a c t g & . 214. b(tga:—1). 
215. 1-4-etga. 216. 1—sin«. 217. cos2a—1. 
218. t ga—sina , 219. s i n a - ь 1. 220. l 4 - 2 s i n a . 
221. 2 cosa—1. 222. 1—tg'a. 223. sina;-t-cosa;. 
224. s i n a - b c o s o . 225. cosa-+-sin(2a—90°)226. cos(a—90°)ч cosa 
227. 1-t-cosa. 228. l-+-cosa-+-sina. 229. 1—cosa-bs ina . 
230. 1—2cos 2a. 231. 2—3 cosa. 232. a s i n a - t - 6 c o s a . 
233. a cos 3a;4-6 sin a;cos ^x-t-b 81пяа;ч-а sin 2a;cos x. 
234, cos 2 (q-f-o)—sin 2 a, 235. sin 2a-t-sin 2fr. 

236. / t g a n - s i n a . 237. Va+b-\-Va—b. 
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238. Уа*ч-Ь\ 
240. V сРч-ЪЧо&А. 
242. VV-t-o 2 —2a6cosm. 

244. Va—bcosm. 
246. Уа*—b2 s in 2 А. 
248. V ' tga - t -s ina - t -V tga—sina . 
250. (5^24-V"3) sin 40°. 
252. J/ctg 2 a — 1. 
254. 3-1-4 tgV* 
256. 3—2 sin 2 a. 
258. t g ( a - i - 4 5 H - t g ( a - 4 5 ° ) . 

Н а й т и н а и м е н ь ш е е значение 

260. t g a ; = l - t - c o s 52°. 
262. s i n a ; = l —sin G3C, 
264. cos . r= 1 - cos i 18 \ 
266. s inx-i-sin 3 2 ° = 1. 
268. 5ctgx=sin5f5°29'—sin 20°16. 

239. tV-t-u". 
241. V^ 'cos^a-Ho^s in^a . 
2 4 3 2 -+-5 cosa 

5 sin a 
245 ^ a c o s 2 A-t-b sin- A. 
247. 6 cos A 4 - V a 2 — b 2 cos 4 . 
249. p s ina—a sinb. 
251. j / a — b -t-e. 
253. 2—cos 2 a. 
255. 2-4-3 s in 2 a . 
257. 2—3 s i n 2 a . 
259. ctg 3 0 е — a ) H - c t g (GO ч-'л). 

x, е с л и 

261. s i m c = l - t - s i n 6 3 c . 
263. cosa := l - t - cos 118°. 
265 c tga ;= l - f - s in 142°. 
267. cosre-bcos 7 0 ° = 1. 
269. 3s ina ;=cos 78°20 '-f-cos48 0 ir. 

Г Л А В А V. 

З а в и с и м о с т ь м е ж д у с т о р о н а м и и у г л а м и прямо-
у г о л ь н а г о т р е у г о л ь н и к а . 

§ 53. Въ послъдующемъ изложенж углы треугольника бу
демъ означать буквами А, В и С, а противоположный стороны 
соответственно буквами a, b и с. 

§ 54. Теорема. Катетъ равенъ гипотенузь, умноженной на 
синусъ противолежащаго ему угла или на косинусъ прилежащаго. 

^ Данъ прямоугольный Д ABC (фиг. 18). 
Описавъ изъ вершины А дугу рад1усомъ 
AD=\, опустимъ перпендикуляръ DE; 
въ такомъ случаъ Д ADE со Д ABC, 
слЪд , 
ВС : DE=AB : AD или а : s i n 4 = c : 1, 

a = c s i n 4 (1) Фиг. 18. откуда 

такъ же точно можно доказать, что 
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6 = c s i n B (2) 

Т а к ъ какъ 4 + В = 9 0 ° (3) 

то s i n 4 = c o s B (§ 7 ) и, наоборотъ, s i n B = c o s 4 , слъд. , 

a=ccosB и £ = c c o s 4 ( 4 ) 

Вопросъ. Нельзя ли на основанш §§ 5 и 6 сказать, что 
ВС 
-jg=smA, откуда BC=ABs'mA или я = с smA? 

3aMt>4JlFlie. Изъ геометрш известно, что прямоугольный 
треугольникъ определяется двумя его элементами, след., для вы-
числешя неизвестныхъ трехъ элементовъ необходимо и достаточно 
иметь три уравнешя; такими тремя основными независимыми 
уравнешями будемъ считать (1), (2) и (3); все остальныя (§ 54 и 
55) уравнешя, связываюшдя углы и стороны прямоугольнаго тре
угольника, суть следств1я этихъ трехъ. Покажемъ, напр., что из
вестное равенство с ! = а 2 - у - 6 2 представляетъ следств1е основныхъ 
равенствъ (1), (2) и (3). Въ самомъ деле , по рав. (1) и (2) имвемъ 

« = c s i n 4 и 6 = c s i n B 

или, въ силу равенства (3) 

a = c c o s B и b=ccosA. 

Умножая первое равенство на а, а второе на Ъ и складывая по
членно полученныя равенства, найдемъ: 

a2-\-b2=c (a cos В+b cos А). 

Опустивъ изъ С на АВ (фиг. 18) перпендикуляръ СМ, 
получимъ: 

ВМ=а cos В , АМ=Ь cos А, след., 
fl2-f Ъ2=с (ВМЛ-АМ) или a 2 - f - 6 2 = C 2 . 

Вопросъ. Въ чемъ заключалось бы неправильность <vrhiyi»maro 
вывода предыдущего равенства: возвышая въ к в а д р а т ъ равенства 
a = c s i n А и о = с c o s А п складывая, им'вемъ 

a 2 - b & 2 = c 2 (sin 2 4 - f - cos 'M) , но s in 2 Л-ь-cos 2 .1 = 1. след., 

§ 55. Теорема. Катетъ равенъ другому катету, умножен
ному на тангенсъ угла, противолежащаго первому. 

По § 54 имеемъ, что а=с sin А и b=c cos А; 
деля почленно эти равенства, получимъ 

- = igA, откуда 
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а=ЫёА (1> 
или, по § 7, а=Ъ ctg В . . . (2> 

Задачи. Показать, что въ прямоугольномъ Д - ъ имъютъ мъсто-
слъдуюшля равенства: 
I. 2аЪ=сЧт2А. 2. 2 6 2 = c 2 t g В sin 2 А. 

о г 1, л лГ^—Ь л 4. А 4- D cos2B—COS2 .4 3 . t g ' M = J / . 4. t g ^ - t g B = ^ . 

5. s i n 4 - t - c o s 4 = s i n B - i - c o s B . 6 s i n 2 C = s i n 2 . 4 - t - s i n 2 B . 
_ . „ s i n J - t - s i n B _ . т> • n s i n ^ - t - s i n B 
7. s i n C = - — - . = . 8. cos 4 cos В sin C = -. JR . 

cos4- t~cosB scA - f - scB 

Основные с л у ч а и р ъ ш е ш я п р я м о у г о л ь н ы х ъ 
т р е у г о л ь н и к о в ъ . 

§ 56. Для ръшен)я прямоугольнаго треугольника, какъ из
вестно изъ геометрш, достаточно знать два элемента (въ числъ 
ихъ должна быф,, по крайней мъръ, одна сторона): 

1. Катеты. 
2. Гипотенузу и катетъ. 
3. Гипотенузу и острый уголъ. 
4. Катетъ и острый уголъ. 

1-й случай. Даны а и Ь. 

Изъ уравненШ a=btgA и fl=»ctgB опред-вляемъ А и В , 
Гипотенузу удобнее определить изъ уравнешя 6 = с cos А, чъмт> 
изъ c - = a 2 - j - 6 2 . Въ самомъ д е л е р е ш а я логариемами уравнеше 
c 2 = a 2 - j - 6 2 , мы должны ему дать видъ 

а полагая 

получимъ с 2 = 6 2 ( l + t g 5 a ; ) = 6 2 З с 2 ж = = — , 
C O S сс 

откуда о = с cos х. 

Такимъ образомъ оказывается, что х— А и что, слъд., этотъ-
второй более сложный пр1емъ определешя с ничъмъ не отличается 
отъ перваго. 
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2-й случай. Даны с и Ь. 

Изъ уравненш (1) и (2) § 54 имъемъ 

cos 4 = s i n 5 = - , 
с 

•а катетъ a = V с*—ft^V^c-fu) (с—6). 

Замьчаше. Если Ъ и с почти одинаковы, то В и С также 
почти одинаковы, слъд., Л. близокъ къ 0°; въ этомъ случаъ А и 
Б (§ 51) опредъляютъ по тангенсу, пользуясь формулой 

, , / " l — cos А 

откуда подставляя - вм. cos А, получимъ 
С 

/ 2 " — Г c „ j _ 6 • 

3-й случай. Даны с и А. 

Катеты определяются изъ уравненш 

а —с sin А, Ь = ссоъА. 

4-й случай. Даны а к А. 

Катетъ Ь и гипотенузу с опредвляемъ изъ уравненш 

a = btgA и a = c c o s / l . 

§ 57. Образецъ В Ы Ч И С Л Е Н А . 

Прямоугольный треугольникъ. 4-й случай. 

Данный, В И С К О М Ы Й . 

« = 237,64 м. Jj/ а, В = 31°39'25" 

Л = 58°20'35" А ^ ъ *с с = 279,185 м. 

Фиг. 22. 6 = 146,524 м. 

Формулы: 
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I) Вычислеше В 3) Вычислеше Ь. 

9 0 с = 89°59'60" 
А = 58°20'35 

lg 237,64=2,37592 
+ доп lg tg58°20 '35"=T, 18999 

£ = ЗГ39 '25" 

2) Вычислеше с 

lg 237,64=2,37585 й = = м 

-!- 7 
2,37592 

доп lg sin 58°20 , 35"=0,06996 
lgc = 2,44588 
279,1 . . . 76 д = 1 6 

12 
8 . , 11,2 

0,8 
5 . . 0.8 

lg& =2,16591 
146,5 . . 84 d=2» 

7 
2 . . 5,8 

4 . 

1,2 
1,16 

6 = 1 4 6 , 5 2 4 

Вспомогательный вычислешя 

lgsin58°20 , 35"=T,92999 
- f 5 д=я 

1,93004 зо"...4 
о"...0,В7 

с=279,185 доп. lg sin 58°20'35"=0,06996 V . . . 4 , В 7 

lgtg58°20'35"=0,20985 
+ 1 6 д — 2й 

0,21001 м " . . . и 
5 " . . . 2.SS 

доп-lgtg 58 с 20 '35"= 1,78999 m ' T i I ^ 

Задачи. 
Решить прямоугольный треугольникъ, если 

I. « = 2 8 , 1 2 и 6 = 1 0 , 6 . 2. с = 8 3 , 5 и а = 3 8 , 1 . 
3. с ^ 2 5 и 6 = 2 4 . 4. с=230 ,4 и Л = 42 г 20' . 
5. о = 11,8 и В = 1 , 0 4 7 2 . 6. 0 = 52,4 и А=Ь7°2В'. 
7. с = 5 6 , В=62°8'12". 8. с=42 ,6 , В = 8 8 с 2 0 ' 
9 я = 2 0 , В=32°48'20". 10. а = 5 3 , 7 , В = Р25 ' . 
II. 6 = 2 , 8 , 4 = 5 0 ° 4 4 ' . 12. с = 5 , а-4-&=7. 
13. с = 2 6 , а - 6 = 1 4 . 14. а - И > = 2 9 , 1 , я - й = 7 , 5 . 
15. с - н 6 = 5 , с - 6 = 0 , 2 . 
16. Найти площадь, зная, что а = 2 8 и В = 4 Г 8 " . 
17. Гипотенуза с=38 ,4 , а катетъ находится отъ ея средины на раз-

стоянш р=\0,\5. Р е ш и т ь Д (2). 
18. Гипотенуза равна 68, уголъ 32°16'20". Ръшить треугольникъ. 
19. Площадь s = 2 7 0 , гипотенуза с = 3 9 . Р е ш и т ь треугольникъ. 
20 Площадь s==146, уголъ 4 = 2 0 ° 4 8 " . Р е ш и т ь треугольникъ. 
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21. Гипотенуза с = 2 5 ; перпендикуляръ, опущенный на нее изъ вер
шины прямого угла т=\2. Решить треугольникъ. 

22. Уголъ прямоугольнаго Д , вписаннаго въ окружность рад1уса Л = 
23,3, содержитъ а=28°16 ' . Ръшить треугольникъ. 

23. Хорда въ 28 м. отстоитъ отъ центра на 28 м. Найти стягива
емую ею дугу (1). 

24 Рад1усъ к р у г а = 4 2 м. Найти дугу, стягиваемую хордою въ 50 м. 
25. Вычислить хорду, соответствующую дуге , равной рад1усу. 
26. Хорда въ 34,8 м. длиною стягиваетъ дугу въ 40°18'34". Найти 

рад1усъ (6). 
27. Найти уголъ между касательной и секущей, проходящей чрезъ 

центръ, зная, что рад1усъ круга г =32 ,9 , а касательная я = 5 1 , 6 (1). 
28. Найти рад1усъ параллели г. Харькова, широта котораго 49°59'19". 

Рад1усъ земли 6000 в. 
29. Высота пирамиды (правильной) Л = 394,1, а ребро я=975 ,6 Най

ти уголъ между ребромъ и основашемъ и уголъ между ребрами. 
30. Найти уголъ между высотой и образующей конуса (прямого), 

высота котораго /<=3782, а д1аметръ основашя ^=11270 . 
31 Тень вертикально стоящего шеста длиною въ я = 7 ф. равна 

6 = 4 ф. Найти высоту солнца (1). 
32. Высота прямого конуса й = 9 9 м , а уголъ между образующей 

и основашемъ «=78 с 34'44". Найти объемъ (9). 
33 Вычислить дугу, соответствующую хорде, которая составляетъ 

3 / 7 д1аметра. 
34 Изъ точки, отстоящей отъ окружности рад1уса г = 5 м. на 6 = 7 м., 

проведены касательный. Найти ихъ длину и уголъ между ними. 
35. Вычислить уголъ между касательными, проведенными къ окруж

ности изъ точки, наибольшее и наименьшее разстояшя которой 
отъ окружности равны я=136,97 м. и 6 = 5 8 м. 15 см. (2) 

36. Диагонали ромба равны D=4 ,736 м и г?=2,948 м. Вычислить 
е ю углы (1). 

37. Рад1усъ круга # = 8 , 6 м. Найти длину хорды, на которую опи
р а е т с я центральный уголъ въ ж=35°12' (7). 

38. Найти сторону правильнаго 9-угольника, вписаннаго въ кругъ, 
рад1уса г = 5 м. (4). 

39. Апоеема (правильной) пирамиды « = 9 3 , 4 м , аиовема ея осно
вашя 6 = 5 0 , 4 м Найти наклонение грани къ основан1ю. 

40. Вычислить взаимное наклонеше граней тетраэдра. 
41. Въ окружность рад1уса > = 6 4 м. вписанъ уголъ въ з = 3 2 ° 4 ' . 

Найти длину хорды, на которую онъ опирается (4 или 22). 
42. Найти сторону правильнаго н=36-угольника, описаннагооколо 

круга рад1уса / = 2 5 м. (9). 
43. Определить площадь правильнаго вписаннаго въ кругъ рад1уса 

г = 5 , 6 7 м. 19-угольника. 
44. Какая сила удержитъ грузъ въ 254 ф. на плоскости, накло

ненной къ горизонту подъ угломъ въ 30 е 18? 
45. Решить прямоугольный Д , зная одинъ изъ угловъ его В=30°18' 

и биссекторъ другого ш = 1 5 м. 
46. Определить длины биссекторовъ угловъ треугольника, гипо-
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тенуза котораго а, а уголъ а. 
-47. Прямая BD, соединяющая средину D катета АС съ вершиною 

противолежащаго угла, содержитъ а = 1 , 5 м. и составляетъ съ 
другимъ катетомъ уголъ я = 4 Г 1 4 ' 1 8 " . Определить катеты и 
углы треугольника. 

48. Определить площадь прямоугольнаго треугольника по углу а 
и биссектору к прямого угла. 

49. Определить площадь сегмента, зная, что хорда его дуги рав
на а = 1 8 , 3 м., а рад1усъ г=Ю,2 м. 

50. Стороны прямоугольника равны а = 1 2 , 4 и Ь=26. Найти уголъ 
между д1агоналями. 

51. Высота равнобедреннаго Д - а Л = 1 2 , 4 м., а основаше 6 = 4 0 , 6 м. 
Найти уголъ и бокъ . 

52. Отношеше катетовъ равно ™ = 3 8 / 5 б . Найти углы. 
53. Определить углы прямоугольнаго Д - а , зная, что катетъ его 

разделенъ биссекторомъ противолежащаго угла на части въ 
отношенш а : Ь. 

54. Сила въ 99 пуд. уравновешана на наклонной плоскости силою 
въ 20 пуд., параллельною ея основанш. Найти наклонеше 
плоскости к ъ горизонту. 

55. Уголъ при вершине равнобедреннаго Д - а равенъ 35°25'8", 
основан1е 6 = 2 5 , 6 . Найти площадь (6). 

56. Уголъ при основанш равнобедреннаго Д - а равенъ а=60 с 9 '48" , 
одна изъ равныхъ высотъ / 1=25 ,1 м. Определить площадь. 

57. Д1агональ правильнаго 5-угольника равна 5 = 8 , 9 м. Найти сто
рону и площадь (51). 

58. Площадь равнобедреннаго Д-а s = 1 4 0 , 8 , а уголъ при основа
ми а=46°18 ' . Р е ш и т ь Д (20). 

59. Основаше равнобедреннаго Д - а 6 = 1 4 , 6 , а уголъ при вершине 
а=48°16'20" Найти рад1усъ вписаннаго круга. 

60. Высота равнобедреннаго Д - а / г = 12,4 м , а уголъ при основанш 
a=40°3Q'. Найти рад1усъ круга описаннаго (5). 

61. Д1агонали прямоугольника содержатъ по а = 2 0 , 5 м ; уголъ 
между 'ними а=36°40'26". Найти площадь (7). 

62. Уголъ ромба 4 = 7 6 ° 1 6 ' , меньшая д!агональ <?= 10,5 м. Найти 
сторону и площадь (55). 

63. Сторона ромба а = 2 4 1 м., высота Л=120 м. Найти углы. 
64. Площадь ромба s = 2 4 , 3 6 , уголъ а=36°30'40". Найти д1агонали 

и периметръ (58). 
65. Высота косоугольнаго Д - а ft=8,32 делитъ уголъ на части т= 

= 2 0 ° 3 5 ' и п=47°18'26". Найти площадь и периметръ. 
66 Углы при основаши Д - а содержатъ 35°48' и 70°8'40". Высота изъ 

вершины третьяго угла д е л и т ъ противолежащую сторону на 
части, изъ которыхъ меньшая а = 2 , 3 м. Найти площадь. 

67. Высота Д - а h—67 м , углы при основанш содержатъ ш = 5 8 ° 4 8 ' 
и п=68° 16'20". Найти площадь. 

68. Величины гипотенузы и катетовъ треугольника образуютъ 
геометрическую nporpecciro. Найти углы его. 

69. Величины сторонъ прямоугольнаго треугольника образуютъ 
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ариеметическую nporpecciro. Найти углы. 
70. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямого угла на 

гипотенузу, равенъ Л=8 ,12 м., уголъ ш=28°32 ' . Определить 
стороны. 

71. Определить углы и стороны равнобедреннаго треугольника, 
зная, что высота его, опущенная на основаше, равна Л=3 ,5 м., 
а одна изъ двухъ другихъ Я = 5 м. 

72. Проекщи катетовъ на гипотезу равны а = 2 , 7 м. и 6 = 6 , 5 м. 
Найти углы. 

73. Гипотенуза равна а = 4 6 , 5 м., а уголъ ш=72°8' . Найти проек-
цш катетовъ на гипотенузу. 

74. Высота Д -а содержитъ Л = 8 м. и делитъ основаше на части 
а=Ъ м. и 6 = 4 м Найти углы и стороны. 

75. Углы при основанш Д - а равны w = 5 0 ° 2 0 ' и п=46°8 '16", а вы
сота, опущенная изъ вершины третьяго угла, равна Л=16,7 м. 
Решить треугольникъ. 

76. Определить объемъ и поверхность прямого конуса, образу
ющая котораго а = 1 6 м. составляетъ съ основашемъ уголъ въ 
*=46°18 ' (4). 

77. Прямоугольный Д равновеликъ квадрату, построенному на 
одномъ изъ катетовъ. Найти углы. 

78. Разстояше отъ вершины прямого угла до гипотенузы равно 
я = 12 м., а уголъ а=53°7'48". Найти площадь. 

79. Определить площадь равнобедренной трапещи, большее осно
ваше которой и бокъ содержатъ по а м., а острый уголъ а. 

80. Определить высоту конуса, боковая поверхность котораго s, 
а уголъ образующей съ основашемъ а. 

81. Боковая поверхность прямого конуса равна S = 3 2 5 , а площадь 
основашя /• = 2 0 4 . Определить уголъ между образующей и осью. 

82. Основашя равнобедренной трапещи равны я = 4 0 м . и 6 = 6 4 м., 
а уголъ эс=7Г4"31". Найти площадь (5). 

83. Рад1усы основанш усеченнаго конуса равны ? = 2 0 м. и Л = 
= 4 8 м., образующая наклонена къ основашю подъ угломъ въ 
я = 1 4 2 с 8 ' . Найти объемъ (5). 

84. Д в е окружности, рад1усы которыхъ г = 2 4 , 5 и i ?=35 ,5 сопри
касаются. Найти уголъ между общими касательными, прове
денными изъ точки, лежащей на линш центровъ. 

85. Сумма катетовъ s = 2 3 , уголъ з=28°4'21". Решить треугольникъ. 
86. Сумма гипотенузы и катета s = I 8 м., уголъ между ними а = 

=67 с 22 '48" . Решить Д . 
87. Стороны вписаннаго угла равны о = 8 м. и 6 = 1 5 м., а рад1усъ 

круга »-= 11 м. Найти уголъ. 
88 Сумма катета съ его проекцией на гипотенузу равна s = 3 6 м., 

уголъ между ними а=36 с 52'12". Найти стороны. 
89. Разность между гипотенузой и катетомъ d = 4 9 м., противоле-

жащш уголъ я=39°57'58". Решить треугольникъ. 
90. Решить Д , з н а я у г о л ъ е г о а = 7 Г 4 9 1 0 " и разность катетовъ д=309. 
91. Р е ш и т ь Д , зная гипотенузу « = 1 5 7 м. и разность катетовъ 

0 = 4 7 м. 
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92. РЕШИТЬ Д , зная гипотенузу « = 8 6 5 и сумму катетовъ s = 1207. 
93. Разность д1агоналей ромба 5 = 4 6 м , его периметръ р = 2 6 0 м. 

Р е ш и т ь ромбъ (91). 
94. Определить площадь круга, зная, что уголъ между двумя его 

д1аметрами равенъ а = 3 6 ° 1 2 ' , а разность хордъ, соединяющихъ 
концы одного съ концомъ другого, 9 = 1 5 , 7 . 

95. Суммд катетовъ s = 103 м., рад1усъ описаннаго круга Д = 3 5 , 5 м., 
РЕШИТЬ Д (94). 

96 Уголъ четырехугольника, вписаннаго въ окружность, равенъ 
90°, стороны его заключающая, содержатъ а = 2 8 и 6 = 4 5 , 
сумма остальныхъ сторонъ s = 8 9 . Найти углы и стороны. 

97. Уголъ между д1агоналями прямоугольника, вписаннаго въ 
кругъ рад1уса i ? = 1 0 , содержитъ 73°44'23". Найти стороны (7). 

98. Найти углы равнобедренной трапещи по основашямъ « = 
= 13,45 м., 6 = 28,3 м. и высотъ Л = 1 1 м. 

99. Площадь робма s = 1 3 8 6 кв. м. периметръ р = 3 4 0 м. Найти 
углы (19). 

100 Определить площадь ромба по углу его а и pafliycy г круга 
въ него вписаннаго. 

101. Определить площадь сегмента, соответствующего стороне 
правильна! о . с0-угольника, вписаннаго въ кругъ, рад!усъ ко
тораго г—7,6. 

102. Определить площадь сегмента, соответствующего дуге рав
ной рад1усу, если площадь с о о т в е т с т в у ю щ а я сектора s = 3 2 . 

103. Периметръ равнобедреннаго Д - а равенъ />=15,8, уголь при 
вершине а = 3 2 8 14". Решить Д . 

104. Хорда д е л и т ь окружность pa/iiyca /?=25.4 м. на части въ 
отношеши 2 : 7. Какъ велики части, на которыя эта хорда 
делитъ перпендикулярный къ ней д1аметръ? 

105. Какъ велики части, на которыя разделился кругъ радиуса 
# = 1 1 , 2 8 4 м. хордою а = 6 , 9 7 2 8 м.? 

108. Сторона правильнаго вписаннаго многоугольника равна « = 
= 6 0 , 8 м., а сторона вписаннаго же многоугольника съ двой-
нымъ числомъ сторонъ равна 6 = 4 0 , 4 м. Найти рад1усъ круга. 

107. Катетъ « = 7 5 , 9 м . прилежащш уголъ разделеиъ прямого на 
части я = 2 8 : 1 6 ' и ,-i=15 r8"40". Какъ велики части на которыя 
эта прямая разделила противолежащш катетъ? 

108. Изъ места, находящегося 1зъ разстоянш « = 25 саж отъ коло
кольни, вершина креста видна подъ угломъ w = 50 c , a o c u o B a i i i e 
его подъ угломъ н = 4 8 " къ горизонту. Найти высоту креста. 

109. Силы въ 28,3 ф. и 70,84, приложенныя къ концамъ рычага 
(прямолинейнаго) длиною въ 7 м. подъ углами въ 28°30 и 
50°32', уравновешиваютъ одна другую. Найти точку опоры. 

110. Дуга ш=70°20'12", взятая въ окружности, рад1усъ которой г = 
= 17,8м , вращается около д1аметра, проходящаго чрезъ одинъ 
изъ концовъ ея. Вычислить объемъ сферическаго сектора. 

111. Въпрямойконусъ .оськоторагосъобразующейсоставляютъуголъ 
въ26°14' 18", вложенъ шаръ рад1уса г—\ м., касающийся кону
са по окружности круга, величину которой требуется определить . 
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412. Вычислить объемъ конуса, зная, что боковая поверхность его, 

развернутая на плоскость, представляетъ круговой секторъ съ 
угломъ въ я=112°30 г и рад1усомъ г = 1 9 м. 

113. Катетъ Д-а равенъ « = 1 7 , 6 М.; прилежащш уголъ пг = 
=37°8'20". На сколько увеличится этотъ уголъ при увеличеши 
противолежащаго катета на 6 = 2 0 м? 

114. По катету а = 3 6 , 4 8 и противолежащему углу=54°18'20" опре
делить отръзки гипотенузы, образованные перпендикуляромъ, 
опущеннымъ на нее изъ средины другого катета. 

115. Гипотенуза а = 5 8 м., синусъ одного изъ угловъ ш= 2 1 , 2 :> . 
Решить Д . 

116. Площадь прямоугольнаго Д - а s = 16,75, уголъ а=28 г 36 '5" . 
Найти объемъ твла, полученнаго вращен1емъ Д - а около 
большаго катета. 

117. Гипотенуза «=384 ,68 м.. тангенсъ угла ш = 0 , 7 4 . Найти радь 
усъ вписаннаго круга. 

118. Определить разстоян1е точки отъ окружности, зная, что ка
сательный проведенный изъ нея, равны « = 1 5 м., и образу-
ютъ между собою уголъ я = 78 46'. 

119. Вершина горы Мяуна-Лоа на одномъ изъ Сандвичевыхъ ос-
трововъ скрывается за горизонтомъ для путешественника, 
отплывшаго »/ = 2 г ЗЗ' отъ нея. Найти высоту горы. 

120. Определить углы трапещи, зная, что ея бока « = 3 0 , 8 м, и 
6=58 ,75 м. взаимно перпендикулярны. 

121. Определить разстояше между центрами двухъ равныхъ окруж
ностей рад1уса г = 1.57 м., зная, что ихъ общая касательная 
съ лишей центровъ составляетъ уголъ я=37°18'40". 

122. Одна изъ равныхъ высотъ равнобедреннаго треугольника 
делить противолежащы бокъ на части въ отношеши ш : н = 
= 5 : 8. Определить углы. 

123. Определить углы ромба, зная, что высота его, проходящая 
чрезъ точку пересечешя д1агоналей, делить сторону на части 
въ отношеши т : п = 3 : 5 (72). 

124. Определить углы прямоугольнаго треугольника, зная, что его 
гипотенуза больше биссектора остраго угла въ А: разъ. 

125. Изъ точки А, находящейся въ разстоянш АВ=а=72 м. отъ 
стены, концы этой последней видны подъ углами 7 = 3 0 ' 2 0 
и ' j=35 c 40 ' къ АВ. Определить длину стены. 

126. Сторона квадрата разделена на части, изъ которыхъ одна въ 
четыре раза длиннее другой. Подъ какими углами изъ точки 
двлешя видны стороны его. 

127. По основашю треугольника «, прилежащему углу I и высоте 
h определить другой прилежащш уголъ и противолежащую 
этому углу сторону. 

128. РЬшить треугольникъ по стороне « = 3 , 7 м., противолежаще
му углу а=100""20' и ВЫСОТЕ / t = 2 м., опущенной на сторону 
этого угла. 

129. Стороны прямоугольника равны « = 7 м. и 6 = 3 , 1 м. Опре
делить площадь и углы ромба, сторонами котораго служатъ 
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прямыя, соединяющая средины сторонъ прямоугольника. 
130. Решить треугольникъ по гипотенуз* а и биссектору Ь 

остраго угла. 
131. Определить объемъ и полную поверхность конуса, описан-

наго около шара pafliyca i?=0 ,347 м., зная, что образующая 
составляетъ съ основаш'емъ уголъ а=70°15'46". 

132. Изъ точки, находящейся въ разстоянш АС=а=1,27 м. огь-
окружности, проведена стзкущая ACD и касательная ЛВподъ-
угломъ а=37°28'16" къ ней. Найти ВС и BD. 

З а в и с и м о с т ь м е ж д у с т о р о н а м и и у г л а м и к о с о -
у г о л ь н а г о т р е у г о л ь н и к а . 

§ 58. Теорема. Стороны треугольника пропорц'юнальньи 
синусамъ противолежащихъ угловъ. 

Д а н ъ Д ВАС. Проведемъ высоту ВТ), которая можетъ лежать: 
I. внутри треугольника (фиг. 23). Въ такомъ случае прямо

угольные треугольники ABB и CBD дадутъ по § 53: 
BD=ABsinA=cs\nA, и 
BD=BCsinC—asinC, сл-Ьд., 
cs'mA=as'mC, откуда, 

с а 
sinC ~ sinA 

Проведя высоту изъ С, докажемъ, что 
а Ъ 

(1) 

поэтому 
smA s i n B 

b 

(.2) 

(3) sin A s inB sin С 
Фиг. 23. 

2. вюъ треугольника (фиг. 24). Въ такомъ случаЪ прямо
угольные Д Д ABD и CBD дадутъ: В 
BD== АВ sin BAD = c sin (180°—Л) = 
= c s i n 4 ; BD=BC sin C=a sin С, слЪд., 
с sin A=a sin С, откуда 

D 
а с 

sin A sin С 

Проведя высоту изъ С, докажемъ, что . а . == • ; а потому 
Sill fx. SlUxJ 
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жакъ и въ первомъ случав, имъемъ 

а Ъ 
s\nA s i n B s inC (3) 

ЗаМ'Ьчаше. Равенства (3) BMBCTB съ равенствомъ А-\-В-\-
- f - C = 1 8 0 o представляютъ три уравнешя, а потому достаточны 
для опредълешя по тремъ даннымъ элементамъ треугольника трехъ 
неизвъстныхъ. Изъ этихъ трехъ основиыхъ независимыхъ уравне-
шй вытекаютъ ВСЕ друпя соотношешя между сторонами и углами 
треугольника. Покажемъ нъкоторыя изъ нихъ (§§ 59, 60, 61, 62). 

§ 59. Теорема. Сумма двухъ сторонъ треугольника такъ 
относится къ ихъ разности, какъ тангенсъ полусуммы противоле
жа щи хъ угловъ къ тангенсу ихъ полуразности. 

Изъ основного уравнешя (3) въ § 58 

а b 
sin A sin В 

имъемъ 

а + Ъ b a—b 
— и s i n 4 - | - s i n B s inB s inA—sinB s inB 

a-\-b _ a—b 
Л-j-sinB s 

a-\-b _ s in4-f -s inB 

поэтому — : — - г - , . „ = — - — - . ^ - = 5 - или 
J s i n ^ - j - s m B s m i — s m B 

a—b s i n ^ 4 ^ s i n B 

g + 6 t g y ^ + B ) 
a—b t g \>2 (Щ—В) ' 

или, по § 38, 

( I) 

§ 60. Теорема. Сумма (или разность) двухъ сторонъ тре
угольника такъ относится къ третьей, какъ косинусъ (или синусъ) 
полуразности противолежащихъ имъ угловъ относится нъ синусу 
(или косинусу) половины угла, противолежащаго третьей сторонъ. 

Изъ основного уравнешя (3) въ § 58 имъемъ 

« + 6 Ъ b e , 
HO -1 5- = - ^ — Р 7 , слъд. s i n ^ - f s i n B s i n B ' s i n B s inC 

a-\-b с A4-b s i n 4 4 - s i n B 
! — иди •— = • s i n ^ - f s i n B s inC с s inC 
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откуда, по рав. (1) § 37 и рав. (1) § 35, имъемъ 

а±Ь_ _ 2 sin ' / 2 (А+В) cos ' / 2 (А-В) 
с ~ 2 sin ' / г С cos ! /г С ' 

но такъ какъ 

sin ] / 2 ( 4 - f B ) = s i n 1/2 ( 1 8 0 ° - C ) = s i n ( 9 0 ° — » / 2 C ) = c o s ' / г С, 

то, по сокращенш, будемъ имъть 

а-\-Ъ _ cos 1/2 (Л—В) 
с sin ! / г С 

Подобно предыдущему найдемъ: 

-а—6 s i n 4 — s i n B 
или 

(1> 

с sin С 

2 sin Va {А—В) cos 1/2 U + B ) 
но 2 sin Va С cos С 

cos i; 2 {A-\-B)=cos '/'2 (180°—C)=cos ( 9 0 : — 1 / 2 C ) = s i n ' / 2 С, слъд., 

«—6 sin 1/2 (/4—B) ,2-, 
" с " ~ cos 1/2 С 1 

§ 61. Теорема. Квадратъ стороны треугольника равенъ 
суммь квадратовъ двухъ другихъ сторонъ безъ удвоеннаго произ
ведена ихъ на косинусъ угла, лежащаго между ними. 

Данный Д ЛВС можетъ быть остроугольнымъ или тупоуголь-
ны.мъ. Разсмотримъ оба случая. 

1. Уголъ А—острый фиг. (19). Изъ геометрш*) известно, что 
2b AD, 

но Д ABD даетъ: AD=c cos А, слъд., 
fl2=&2_j_C2_26c C O s А. 

2. Уголъ А —тупой (фиг. 20). Изъ геометрш извъстно, что 

а?=Ь2+&+2Ь . AD, 
но изъ треугольника ABB имъемъ 

AD=ABcosBAD=ccos(\№c—A)=-ccosA, слЪд., 

a2=b2-j-c2—2bccosA (1) 

Итакъ , теорема справедлива для всякаго треугольника. Три фор-
*) Для упрощетя доказательства ссылаемся на теорему геометрш (см. дальше 

§ 63 и замъч. къ § 58). 
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мулы наиденныя въ геометрш для квадрата стороны треугольника 
< / .4—острый, прямой, тупой), сливаются въ одну тригонеметри-
ческую. 

Также точно можно показать, что 
6 2 = a 2 - f c 2 - 2 « c c o s B (2) 
c 2 = a 2 4 - b2—2ab cos С (3) 

§ 62. Сл*дств1я . Мы знаемъ, что 

• м л Л/Г\ — cos 4 sin » / 2 А = у -—^ 

но рав. (1) § 61 даетъ 

02Л-с2~ а2 

cos А = — L _ _ j а потому 

, ._, b2+c2— а 2 26с— 6 2 - c 2 - f а 2 а 2 - ( 6 - с ) 2 

1 - c o s 4 - 1 - 26с" = 26с" = 

_ (a-b-\-c)(a-\-b—c) _ 2 (р-Ь)(р-с) 
~ 26с ~ 6с 

ГД-Б a-f b-\-c=2p, поэтому 

S i " 2 = | / 
( р — 6 ) ( р - с ) 

6с 

Точно также найдемъ, что 

О) 

Г 
• В , / ( р - а ) ( р - с ) . С , / ( р - в ) (/>-*)*) 

s i n a = 1 / -— и sin 0 - = 1 / -гг 
2 Ь ас 2 I / «о 

При помощи преобразовашй, подобныхъ предыдущимъ, найдемъ, что 

(2) 

*) Т.-е. синусъ половины угла треугольника равенъ квадратному корню изъ 
дроби, числитель котором есть, произведете разностей между полупериметромъ и каж
дой изъ сторонъ, заключающихъ этотъ уголъ, а знаменатель—произведете гЬхъ-же 
сторонъ. 

А . Воивовъ. Прямолин. тригоном. 



А А 
Д-Ьля s i n ^ н а cos найдемъ 

tg 4 = 1 / { Р ~ Ъ ) { р ~ с ) (3) 
g 2 | / j » ( p - a ) w 

§ 6 3 . Покажемъ, что соотношешя § 61 представляютъ сл4зд-
ств1я трехъ основныхъ равенствъ §-а 58 

Въ самомъ д-ЬлЪ, Л + В = 1 8 0 ° — С , а потому 

sin (A-f-B)=sin (180° —С) или 

sin A cos B-f-cos A sin B = s i n С (1) 

Полагая въ рав. (3) § 58 

а Ъ с , — — т = - 1 — 5 = - г - т т —• к, откуда, sin A sin В s inC J 

• л а - г, Ъ • п с 

sin А = ^ , sin В — £ , sin О = £ , 

м ы равенству (1) дадимъ видъ 

a cos В , Ъ cos А с 
к + к~ - * ИЛИ 

a cos B-f-й cos . 4 = с . . . (2) 

Точно такъ же найдемъ (или круговой заменой) 

b cos C-f-c cos B = a (3) 

с cos 4-f-a cos C=u , . (4) 

Умножая равенства (2), (3) и (4) соотв-Ьтственно на с, а и Ь 
и вычитая первое изъ полученныхъ равенствъ изъ суммы двухъ 
другихъ, найдемъ что 

2abcosC==o»-j-& s—с 2, откуда 

c 2 = a l - f б 2 —2 aft cos О. 



— 67 — 

П л о щ а д ь т р е у г о л ь н и к а . 

^ § 64. Теорема. Площадь треугольника равна половинь про
изведения двухъ сторонъ и синуса угла, лежащего между ними. 

Обозначимъ площадь даннаго треугольника ABC (фиг. 19 
и 20) чрезъ S. Имъемъ 

S^hAC . BD, 

но BD=BC sin С, слъд., 

8=ЧГАС . ВС . sin С=ЧЯ ab sin С . . . . . . . . (1) 

Примъчаже. Такимъ образомъ, къ тремъ основнымъ урав-
нешямъ § 58 присоединяется четвертое. Всъ остальныя выра-
жешя площади треугольника чрезъ его стороны суть слъдачмя 
этихъ четырехъ уравненш. Разъ навсегда замвтимъ, что къ основ
нымъ уравнешямъ намъ придется еще (§ 65) прибавить столько 
новыхъ. сколько новыхъ величинъ пожелаемъ ввести въ вычислеше. 

Сльдств1я. 1) Подставляя въ рав. (1) выражеше для Ъу 

найденное изъ рав. (2) § 58, имъемъ 

а a J s i n B s i n C . . . 
S = 2 sin А ( 2 ) 

2) Подставляя въ рав. (1) 2 sin '/а С cos 1-г С вмъсто sin С 
получимъ: 

S=ab sin V.2 С cos »/г С, 

а подставляя въ это равенство значешя sin ' / 2 С и cos 1/2 С и зъ 
рав . (1) и (2) § 62, получимъ: 

S=Vp(p-a)(p-b)(p-e) (3) 

Задачи. Показать, что въ треугольникъ A B G 

I. sin A -HsinJ3=2 cos х1г(А—В) cos '/2 С. 
2*. smA- s i n B = 2 s i n ' / 2 ( 4 — B j s i n V a C . 
Л А А А г. s i n С Л Л , . , „ sin С 
3. tgyl - f - tgB = -. Б . 4*. c t g , 4 - f - c t g B = - ^ — . . р . 

& 6 cos 4 cos В & ь sin A sin В 
5 * с 1 ^ ^ 5 = с У 1 1 г Г З ' c-b cos A ^a^btolC' 

7. s i n V 2 4 s i n V j B s i n i / , C - SS=SUi^iS=± . 
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Я sin Ач-s'm B-t-sin C = 4 c o s Ч2 A cos lJ2 Bcos V» C. 
9. c o s 4 - t - c o s B - + - c o s G = l - f - 4 s i n 1 / 2 ^ s i n I / 2 B s i n 1 / г С . 

10 s m ^ - b s i n 2 ^ ч - s i n 2 ^ = 1 — 2 sin ^ sin ^ sin ^ • 

II. t g ^ - b t g B - t - t g C = t g ^ t g B t g C . 
12*. c t g ^ c t g B - i - c t g B c t g C - f - c t g 4 c t g O = l . 
13 8 т 2 Л - 1 - 8 т 2 В - | - 5 т 2 С = 4 5 т Л 5 т В 5 т С 
14 cos24-Hcos2B -4 - cos2 (7 -H4cos^cosBcos (7 - f - l = 0 . 
15. sin A - sin В ч - s i n C = 4 sin A cos ] / 2 -Bsin V2 С 
16. c t g V , i l - H c t g V 2 B - i - c t g V , C = c t g V , 4 c t g i / a B c t g V 2 C . 

17. ctgB-ь c tgC = j , г д е Л—высота, опущенная на а 

18. S = ^ ( a ! s i n 2 B - i - 6 2 s i n 2 4 ) . 19. c o s V , 4 c o s 7 2 B c o s 7 2 C = = . 

20. Вывести равенства § 61 изъ равенствъ § 60. 
.21. Доказать рав, § 63 на основами рав. (2) § 55. 
22 Вывести рав. § 63 изъ рав. § 61 . 
23 Доказать на основанш рав. (3) § 58, что Д Д подобны, если 

стороны одного а, Ъ, с, другого па, пЪ, пс. 
24. Доказать, что равноделящая угла Д - а разсъкаетъ противоле

жащую сторону на части, обратно пропорцюнальныя синусамъ 
прилежашихъ угловъ. 
Пользуясь рав. (1) § 64, показать, что площадь 

25 параллелограмма (и трапецш) равна половине произведена 
д1агоналей на синусъ угла между ними; 

26. квадрата равна половине квадрата его дпгонали; 
27 всякаго 4-угольника равна половин* произведешя диагоналей 

на синусъ угла между ними. 
28 параллелограмма (и ромба) равна произведенш двухъ смеж-

ныхъ сторонъ на синусъ угла между ними. 
29 Показать, что площчдь треугольника равна 1/2bhsin<x, где h— 

прямая, проведенная изъ вершины подъ угломъ а къ основанш Ъ. 
Саучаи, когдя /* сливается: 1) со стороною, 2) съ высотою. 

О с н о в н ы е с л у ч а и рЪшешя к о с о у г о л ь н ы х ъ т р е -
у г о л ь н и к о в ъ . 

§ 6 5 . Для р е ш е т я косоугольнаго треугольника, какъ из 
вестно изъ геометрш, необходимо и достаточно иметь три эле
мента (въ числе ихъ должна быть, по крайней м-fepe, одна сторона): 

1) три стороны, 
2) сторону^и два угла 
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3) дв-в стороны и уголъ (лежащей между ними или противо
лежащей большей изъ нихъ). 

1-й случай. Даны а, Ъ, с. 

Углы определяемъ по формуламъ (3), а не (1) или (2) 
-§ 62 потому, что 1) по тангенсу уголъ определяется точнее, 
чЬмъ по синусу или косинусу (§ 51), и 2) приходится вычислять 
всего только 4 логариема. 

2-й случай. Даны а и углы В к С. 

Стороны определяемъ изъ рав. (1) и (2) § 58, а площадь 
лзъ рав. (2) § 64. 

3 й случай. Даны, я, Ь и Z С. 

Для определения А и В поступаемъ такъ: 
Изъ равенства -4-j-B-f- С = 1 8 0 с находимъ 

4 ± ^ = 9 0 ° - . / 2 С 

зная 1/г (А-\-В), изъ рав. (1) § 59 найдемъ у , (А—В). 
Теперь легко определить А и В, такъ какъ 

. Л + В . А-В 
Л = -1Г + ^ - ' 

Т) А+В А-В 
B = -ri 2 ~ . 

Сторону с определяемъ изъ рав. (1) § 58 въ томъ случае 
•если надо вычислять и площадь, потому что для определешя пло
щади по формуле (1) § 64, кроме найденныхъ, придется отыс
кать только \gb; если площадь определять не надо, то поль
зуемся и рав. (1) или (2) § 60. 

4-й случай Даны я , b и А. 
В определяется изъ' рав. (3) § 58, откуда 

. _ Ъ sin А 
sin В = . 

я 

Уголъ С определяемъ изъ рав. А-{ В-\-С—\Ш, а сторону с 
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изъ рав. (3) § 58, которое даетъ 

Ъ sin С 
sin Б 

Изслъдоваже, Уголъ В определяется по синусу, слъд., з а 
дача возможна тогда, когда (§ 17). 

. „ Ъ sin А л 
s i n B т.-е. и л и = 1 , или < 1 . 

Первому условш удовлетворяетъ прямой уголъ; второму—оди
наково острый В и тупой 180°—В, потому что (§ 21) sin В = 
= s i n (180°—В); первый изъ нихъ находимъ непосредственно изъ 
таблицъ, второй—вычиташемъ найденнаго изъ 180°. Оба эти р е 
ш е т я имъютъ место, какъ сейчасъ увидимъ, въ томъ только 
случае, если данный уголъ А лежитъ противъ меньшей изъ дан-
ныхъ сторонъ. Разсмотримъ три возможныхъ случая. 

I. Если а < Ь, то и А < В (известно изъ геометрш), след., 
В можетъ быть и острымъ и тупымъ, 
такъ какъ въ обоихъ случаяхъ А (всегда 
острый)*) б у д е т ъ < В , и потому вопросу 
одинаково удовлетворяютъ два треуголь
ника: 1) остроугольный AGB съ (фиг. 25> 
углами В и С и стороной с и 2) тупо-

Фиг. 25. угольный АСВ съ углами 

В ' = 1 8 0 с — В , С'=180°— (А+В') и 
стороной 

, bsinC . 
^ ~ " s i n B r ' 

II. Если ayb, то и А>В. Эта зависимость показываетъ,. 
что В долженъ быть непременно острымъ, такъ какъ иначе А,. 
какъ болышй, и подавно былъ бы тупымъ, а двухъ тупыхъ угловъ 
въ Д - ъ можетъ быть. Итакъ, вопросу удовлетворяетъ одинъ 
треугольникъ съ острымъ угломъ В. 

III. Если а=Ь, то и А=В, след., А и В—острые. Вопросъ 
допускаетъ одно решеше. 

*) Если-бы А былъ тупымъ то В, какъ болышй, и подавно былъ бы тупымъ, 
а двухъ тупыхъ въ Д - $ быть не можетъ. 
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§ 6 6 . О б р а з е ц ъ аычисл 
Косоугольный треугольникъ. 

Даиныя. ^ д С 
Ъ 

<*=12,3 
й = 2 0 , 8 
4=32°8'26" 

е н 1 й. 

4-й случай. 

И С К О М Ы Й . 

В=64°6'30" 
С=83°45'4" 
с=22 ,983 

В'=115 о 53'30" 
С'=31°58'4' 
с = 12,241 

Формулы: sinB= 
6 sin А 

А 
С = 1 8 0 ° - ( Л + В ) , с = a sin С 

sin А 

Первое рьшеже. 

1) Вычислеше В 

l g * = 1,31806 
+ l g s i n ^ = T , 7 2 5 9 1 

1,04397 
_ lg Д = — 1,08991 

lg sin В=Г,95406 
64°6' . . . 3 

30". . 3 
В = 64°6'30" 

2) Вычислеше С 
А = 32°8'26" 
В = 64°6'30" 

Л + В = 96°14'56" 
1 8 0 ° = 179°59'60" 

5 8 2 + 9 
д = 2 0 

26 . 

3 = 6 

С = 83°45' 4" 
3) Вычислеше с 

l go=1 ,08991 
+ lg sin £=1,99741 

1,08732 

— lg sin A=—1,72591 
l g c = 1,36141 

22,98 . . 35 
6 

3 . . 5,7 
c=22 ,983 

d=i9 

Второе рьшеше. 

1) Вычислеше В' 
B '=180 '—В 

180°=179°59'60" 
В= 64° б'ЗО" 

В'=115 о53'30'' 

2) Вычислеше С 

А= 32° 8'26" 
В'=115°53'30" 

4 + В ' = 1 4 8 ° 1'56* 
180°=179°59'60" 

с ' = 31°58' 4" 

3) Вычислена с' 

l ga=1 ,08991 
+ lg sin С '=1,72382 3 8 1 + 1 

0,81373 
lgsin А=—1,72591 

l g c = 1,08782" 
12,24. . . 78 

d = 2 0 

4". . .1,3» 

d = 38 

1 
4 

. 3,6 
C'=12,241. 
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Н е к о т о р ы й и р е д л о ж е ш я о т р е у г о л ь н и к и . 

§ 67. I. Отношение стороны треугольника къ синусу проти
волежащего угла равно д1аметру олисаннаго круга. 

Около Д ABC описанъ кругъ О. Проводимъ д1аметръ CD* 
И з ъ прямоугольнаго треугольника CDA имъемъ (фиг. 27). 

АС=2 R sin ADC, но 

АС 
/.ADC =/_АВС — 

b=2 R sin В, откуда 

2 

Ь 

, слъд . , 

sin В 
— 2R, слъд., 

= 2R . . (1) Фиг. 27. 
sin A sinB sin С 

2. Проведемъ высоту CM=h.. И з ъ Д ВСМ имъемъ 

li=a sin В 

Умножая это равенство на 2R= —Д-5 , имеемъ v sin В 

2Rh=ab 

3. Изъ рав. (1) по свойству равныхъ дробей 

= 2Д, йН-Ь-г-с 
sin 44 - s in B-f sin С 

откуда «-f-6-г-с=2 Д (sin .4 -t- sin B-f-sin С), 

или, на основанш задачи 8-й § 64, 

a - f - & + c = 8 # c o s 1 / j - 4 c o s 1 / 2 B c o s . 1 / s t f 

полагая a-\-b-{~b=2p, имеемъ 

/>=4 J J c o s ' / j / l c o s ' / j B c o s ' / j C 

4. Подставляя въ равенство 

be sin .4 

(2> 

(3> 

выражешя б и с чрезъ 2 й изъ рав. (1) и сокращая, имеемъ 

^ = 2 В 2

S i n ^ S i n B s i n C . . (4) 
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5. Площадь многоугольника (а, слЪд., и треугольника) равна 
яолупроизведешю периметра на рад1усъ круга вписаннаго, т. е. 
S=pr, Подставляя въ это равенство значев1'я р изъ рав. (3) и S 
изъ рав. (4), найдемъ 

2 # 2 s i n / t s i n S s i n С = 4 Rrccsi/iAcosi/2Bcos1/2C. 

Зам-Ьияя sin Л и т. д. чрезъ 2 sin '/г Л cos ' /»Л и т. д. 
(§ 35) и сокращая, получимъ 

/ •=4 i ? s i n l / . ^ s i n 1 / 2 B s i n i / 2 C (5) 

6. ДБЛЯ рав. (5) на рав. (3), получимъ 

^ = t g ' M t g < / 2 B t g 7 2 c (6) 

7. Подставляя въ рав. S=PR выражеше г изъ рав. (6), по
лучимъ 

^ 4 g \ / ^ t g 7 2 £ t g y 2 C (7) 

а подставляя выражеше р, найдемъ 

,S= г 2 c t g ' / 2 Л c t g V2 В c t g 7 , С (8) 

8. ДЬля рав. Ы=Х'р(р—а) [р - Ь) (р~-с) почленно на рав. (3) 
§ 62, получимъ 

откуда Я=р(р—«) t g ' / г Л, или 
pr=p(p—a)tgV, А, 

откуда r=(p—a) tg ',2 А | 
такъ же точно r—(p— b) t g ',2 В , (9) 

, = ( ; , - ( • ) t g \ ' 2 С I 

9. Соединивъ центръ О' вписаннаго круга съ В и С и про
ведя рад5усъ въ точку касашя М стороны ВС, найдемъ изъ тре-
угольниковъ ВО'if и СО'М 

ВМ=г c t g 1 В , МС= у c t g 7 , С, 

складывая и упрощая, получимъ 

a = r ( c t g \ ' 2 B + c t g С) 

Приведя къ виду, удобному для логариемировашя (§ 52, 1), 
и помня, что sin 7 г ( B + - C ) = c s 7 , Л (см. § 60), получимъ 
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_ R cos А 
А ~ Ъ Т Ч, В sin 1 / , С ' 

т а к ъ же точно ( \ ' ' 

^ г cos ' / , В с _ г cos V a С I 
~ sin у , A sin у , С ' ~~ sin V» A sin У 2 В ' I 

Замьчаше. Покажемъ, какъ при помощи основного ряда ( 1 )и 
свойства ряда равныхъ отношенш можно решать различный триго
нометрически задачи не треугольники. 

1) Покажемъ, напр., какъ при помощи равенства (1) связать 
непосредственно периметръ съ площадью, т. е. непосредственно 
-получить рав. (7), минуя рав. (6). Для этого на основанш рав. (1) 
выражаемъ 2R чрезъ периметръ, а затъмъ 2R чрезъ площадь и 
•полученный выражешя сравниваемъ. Имъемъ 

2R= а = - А . = _ 1 _ = a-f-6-j-c 
s i n i s i n B s inC sin A -f- sin В~j-sin С 

З а т ъ м ъ изъ рав. (1) получаемъ 

ab 2R . 2R= 

2S 

« о S== 1 /2au s inC, откуда ab=—r-

sin A sin В ' 

s inC ' 

«лъд., ( 2 i ? f = (12) 
sin 4 sin В sin С 

И з ъ равенствъ (11) и (12) имеемъ 

/ aA-b+c V 2S 
\ sin A -f- sin В - j - sin С / sin 4 sin В sin С 

В ъ этомъ равенстве остается сделать преобразовашя знаменате
лей (см. зад. 8 въ § 64); получимъ 

2) Покажемъ, какъ при помощи рав. (1) связать R съ радь 
усомъ г круга, вписаннаго въ треугольникъ ABC, т. е. получить 
рав. (5). С д в л а в ъ чертежъ и обозначивъ центръ вписаннаго круга 
чрезъ О, а точку касашя къ АВ чрезъ К, имъемъ 

0К= А К tg OAK или 

/ • = ( / ) - a ) t g ' / - . 4 



Остается связать В съ р—а. Имъемъ по свойству равныхъ 
отношенш 

о Р _ о _ ь _ _Ц ЬАгС-а 
£Л - — т — — f; — —:—— — ; =г—; : 7= -. -т— ИЛИ 

sin A s i n B sinC sinB-)-sin С—sin4 

2Д = 2 { Р а ) 

sin В-{-sin С—sin А 

2г 
Поэтому 2B = - ^ J ^ B T ^ I ^ 1 T , 

2г 

откуда 2Д = t g l / 2 A _ 4 s i n i / 2 5 S i n T 7 7 c r c o s v 7 Z 

или 2В 
2 sin V2 A sin ' , 2 В sin >/э С 

3) Покажемъ, какъ при помощи рав. (1) связать И СЪ бис-
секторомъ какого нибудь угла треугольника. Пусть данъ треуголь
никъ ABC Проведемъ биссекторъ CD и высоту СК. Известно 
изъ геометрш, что £ECD=XJ2(A—В). 

Поэтому треугольникъ КС В даетъ 

СК=а sin В , 

а треугольникъ Л'СВ даетъ 

СК = CD cos KCD 

или, полагая CD—О СК=Ь„ cos — д - -' ' 2 

Сравнивая два выражешя для С К, имеемъ 

a s i n B = o c cos 1 л {А—В) , 

Ь. cos 1/j (А —В) 
откуда я = — s i n / ? 

а потому 
о cos , / 2 ( 4 — В ) 

2 В = - 1 — 
sin A sin В 

Подобнымъ же образомъ найдемъ 
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4) Чтобы связать, напр., г съ с (рав. 10), достаточно при
равнять выражешя 2R чрезъ г и чрезъ с. Имъемъ 

-откуда с = 

2 s i n V 2 4 s i n 1 / 2 B s i n 1 / 2 C s inC ' 

г cos 1/2 С 
sin XJ2 A sin ' / г В 

Подобнымъ образомъ, т. е. получая выражешя для 2В чрезъ 
данные въ задач* элементы и чрезъ искомые, можно пугемъ 
сравнешя полученныхъ выражешй установить связь между эле
ментами данными и искомыми. 

Задачи. Ръшить треугольникъ, если 

1. а = 9 9 м., 6 = 1 0 1 м , с = 1 5 8 м. 
2. « = 2 0 , 8 , 6=14 ,32 , С=25°18 ' . 
3 а = 4 5 , 6 = 6 0 , /_ 0 = 1 1 / 4 . 
4 а = 6 , 6 = 8 , 4 и с = 4 , 6 
5 « = 1 7 , 5 3 , 6=32 ,51 и с=28 .46 . 
6. « = 60,5 м., £ = 4 6 ° 8 ' , С = 7 9 = 2 0 ' . 
7. « = 0 , 8 3 , Ь ' = 5 0 с , С=78°20 ' . 
8. 6 = 5 , Б=60 с 20 '40" , С=38°50 ' . 
% « = 5 0 м , 6 = 7 0 м , А = 3 5 с . 
10. « = 2 6 , 8 , 6 = 3 2 , 6 , Л = 50°40'. 
11. « = 9 8 , 6 = 6 0 , .4 = 147°. 
12. « = 6 0 2 , 1 . 6 = 405,7, Л=78°16'34". 
13. с = 6 , Л=0,62832 , А = 1,0472. 
14. « = 58,4, 6 = 3 0 , 6 , Л = П2°52' . 
15. « = 18,4, 6 = 3 0 , 5 , С = 1 , з - . 
16 «=16 .556 м., 6 = 22,112 м , с=27 ,668 м. 
17. « = 2 0 . 4 , 6 = 38,6, Л = i / 8 - . 
18. А=37С\8\ £ = 1 0 0 ° 2 0 ' . « = 6 5 , 0 8 . 
19. Л = 50 с20", Б=115°48'36", « = 2 6 , 3 5 . 
20. 6 = 1 7 м., с = 2 5 , 3 м., Б=48 '20 ' 50" . 
21. « = 4 6 . 1 , 6 = 30,7, С=28°17'24". 
22. « = 112, 6 = 3 2 0 , с =200 . 
23. « = 56, 6 = 40, С=140°46'20". 
24. « = 0 , 3 5 , 6 = 1,4, В = 125°6'. 
25. я = 2 / з . c=- \ ' s , С = 6 2 ° 8 ' . 
26. 6 = 0 , 9 4 6 м , с = 7 , 8 3 м, и Л=47°16 '36" . 
27. а = 0 , 3 6 м., с = 0 , 9 м , С'=79°8'40". 
28. а = 9 м., 6 = 6 , 5 и Л = 89°30'. 
29. « = 1 5 м., 6 = 10,2 м., Л = Г22 ' . 
30. « = 4 , 8 3 м , 6 = 7 , 5 6 м , Л=24 '40" . 
31. « -+ -6=89 м., с = 7 1 , 2 м., С=100 с 19 '8* . 
32. я - 6 = Ю,2 м., с = 4 8 м., С=60°20'50". 
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3 3 . a - f - 6 = 5 2 , 3 , Л=70°20 ' , B=46°10 ' . 
34 . а н - 6 = 7 , 5 м., Л = 2 0 ° 1 8 ' и С=70°18'14". 
35. а - 6 = 8 , 6 п., Л = 5 8 ° 3 0 \ В=40°28'4". 
36. а - 6 = 3 ' А м., Л=57°16'40", С=80°16'42". 
37. « - + - 6 = s = 2 5 м , с = 1 0 м„ В=64°30 ' . 
38. а — 6 = & = 3 6 , 8 м., с = 5 0 , 1 м , 4=120°39 '8" . 
39. a 4 - 6 = s = 14,25 м., А—В=50°6'14", С=40°8'26". 
40. а—6=&=6 М., Л — В = 1 4 ° 8 ' , С=60°18'28". 
41. « 6 = & = 3 4 , 6 , Л = 4 8 ° 8 ' , В=112 с 6 '44" . 
42. « = 1 4 , 5 м., 6 = 8 , 6 м., Л = 2 В . 
43. a - + - 6 = s = 5 , 7 м., с = 3 , 1 м., А=2В. 
44. На катетъ АС треугольника ABC отложенъ отр4ззокъ DC=a. 

Зная, что Z DBC—a, а Z DCB=% определить ВС и 
Сделать вычислеше, предполагая, что 

1) « = 15,8 , а=70°24 ' , . 3=5048 ' . 
2) « = 1 5 , 8 , 3 = 9 ° , ?=50°18 ' . 

45 . Высота треугольника Л=8,356м. , уголъ при основанш а=72 с 3 '16" 
и сумма другихъ двухъ сторонъs=37 ,8 . Решить треугольникъ. 

46. Решить треугольникъ, зная его площадь s=520 ,4 кв. м. и 
стороны « = 4 6 , 5 м., « = 3 8 , 7 2 м. 

47. Сторона треугольника равна а = 8 , 2 м., уголъ прилежащ1й 
В=49°8'12", площадь s = 4 6 , 5 кв. м. Решить треугольникъ. 

48. Площадь треугольника s = 60 кв. м., углы его Л = 5 0 с 6 ' 2 0 " и 
В=60 с 20 '32" . Найти стороны. 

49. Вычислить площадь и высоты параллелограмма, стороны ко
тораго л = С01 м. и 6 = 2 8 9 м., а уголъ я=79 с 40 '54" . 

50. Определить площадь и углы параллелограмма, сторона кото
раго содержитъ « = 3 8 6 , 4 м. и образуетъ съ д1агоналями.углы 
з=46°3 '16" и ?=51°8'12". 

51. Определить площадь и углы параллелограмма, д1агонали ко
тораго 1)= 103,6 м., и rj=90,4 м пересекаются подъ угломъ 
*=102°20 ' . 

52. Сторона параллелограмма « = 7 0 , 5 4 м., д!агональ «=98 ,06 м , 
уголъ между д1агоналями а=140 с 3 '35" . Вычислить высоты. 

53. Касательная и секущая, длины которыхъ « = 12 м. и 6 = 16 м., 
пересекаются подъ угломъ въ х=30°20'50". Найти длины хордъ, 
соединяющихъ точку касашя съ точками встречи секущей съ 
окружностью. 

54. Найги стороны и площадь треугольника, периметръ котораго 
j o = 4 2 м., а углы Л = 67°22'48" и В = 5 9 29 23' , 

55. Уголъ параллелограмма а=125°40'36", противолежащаяд1агональ 
0 = 3 6 , 5 м., а периметръ р = 9 7 , 6 м. Найти стороны и площадь. 

56. Решить треугольникъ по рад1усу вписаннаго въ него круга 
г = 3 4 , 5 м. и угламъ Л = 8 2 ° 5 ,

) В=44°15'30"-
57*и Основашя трапещи равны « = 7 м. и 6 = 1 2 , 5 м , д1агонали> 

образуютъ съ основашемъ углы а = 3 7 с 8 ' , и fi=42°15 r40". Вычи
слить д1агоналй. 

58. Сторона треугольника « = 4 4 м., а прилежашле углы содержатъ 
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£ = 5 3 с 7 ' 4 8 " и С=18 с55'29". Найти радтусъ вписаннаго круга. 
59. Р-вшитътреугольникъ по сторонъ а = 5 м., противолежащему углу*; 

4 = 4 9 ° 5 0 ' и высоте Л = 7 м , опущенной изъ его вершины 
60. Сумма двухъ сторонъ треугольника равна s = 3 8 , 0 4 м., разность, 

противолежащихъ имъ угловъ 5=13°8' , третья сторона а = 1 2 м. 
Ръшить треугольникъ. 

61. Разность двухъ сторонъ треугольника т=7,4 м , разность про
тиволежащихъ угловъ «=8°20 ' , третья сторона я = 1 0 , 2 м . Ръ
шить треугольникъ. 

62. Д в ъ стороны треугольника равны а = 3 4 , 0 6 м., 6 = 2 7 , 3 8 м., ме-
д1ана, соответствующая третьей сторонъ, к= 19,44 м. Ръшить 
треугольникъ. 

63. Д1агонали параллелограмма 1>= 100,46 м., и 5=86 ,54 м., раз-
стояше между меньшими основашями Л=35,78 м. РЕШИТЬ 
параллелограммъ. 

64. Сторона параллелограмма а = 1 5 м., д1агональ d = 4 5 м., а дру
гая д1агональ его составляетъ съ данною стороною уголъ А — 
= 4 7 с 18'. Определить д1агональ и площадь. 

65. Решить треугольникъ, зная отношеше двухъ его сторонъ 
м = 0 , 4 , уголъ между ними а=47°2 '36" и высоту Л = 16,4 м.,. 
опущенную изъ его вершины. 

66. Решить треугольникъ,, зная произведете двухъ его сторонъ-
г/г = 36, уголъ между ними а = 3 6 ° 8 ' и высоту 7г=4,3 м., опу
щенную изъ его вершины, 

67. Сторона треугольника равна а = 3 0 м , прилежащш уголъ В — 
= 48'15'24", рад1усъ вписаннаго круга ? = 18 м Р е ш и т ь тре
угольникъ. 

68. Решить треугольникъ, зная сумму s = 43 м, двухъ его сторонъ^ 
тангенсъ / = — 0,75 угла между ними и площадь « = 1 2 6 кв. м. 

69. Изъ точки окружности проведены подъ угломъ а=40°20' ' д в е 
хорды, содержащая а = 2 8 м. и 6 = 1 9 , 4 м. Найти площадь круга. 

70. Найти рад1усъ круга, описаннаго около треугольника, въ кого-
ромъизвестны сторона«=38 ,19м. и прилежаште углы 5 = 4 2 ° 1 2 ' 
и С=59 с 8 '6" . 

71. Р е ш и т ь треугольникъ по двумъ его угламъ з=59°40 ' и ,3= 
= 4 2 с 5 9 ' 4 8 " и рад1усу описаннаго около него круга R= 187,69м. 

72. Р е ш и т ь равнобедренную трапещю по меньшему основанш 
(7=12 ,3 м., прилежащему углу а=120°36 ' и д1агонали « = 2 0 , 8 м. 

73. Решить треугольникъ по стороне а = 2 6 , 8 м. и высотамъ Н= 
= 2 0 , 6 м. и 7г=19,6 м., соответствующимъ двумъ другимъ 
сторонамъ 

74. На берегу реки проведена прямая въ а = 2 5 м. Изъ концовъ 
этой прямой подъ углами въ а = 3 0 с 2 0 ' и ,3=47°27'32" къ ней 
виденъ пунктъ, лежащш на противоположномъ берегу. Найти 
разстояше эгого пункта отъ данной прямой. 

75. Наблюдатель, стоящш на берегу ръки, видитъ подъ угломъ въ 
а=36°45'40" дерево на противоположномъ берегу. Отступивъ 
на « = 2 3 , 3 5 м., онъ видитъ то же дерево подъ угломъ въ ,3= 
=30 с 29'30". Найти высоту дерева и ширину реки. 
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76. ИзъточкиЛ.лежащейнаоднойгоризонтальнойплоскостисъ осно-
ващемъ башни, вершина башни видна подъ угломъвъэс=35°9'29'. 
Приблизившись на я = 7 6 м., къ основашю башни, ея вершину 
увидимъ-подъ угломъ въ j3=56°35'. Найти высоту башни. 

77. Чтобы определить разстоян1е между точками А и В, лежащими 
на противоположныхъ сторонахъ озера, выбрали точку С такъ, 
что Л С = 5 0 м , ВС=35 м. и / Л С В = 4 8 ° 2 0 ' . Найти длину АВ. 

78. Такъ какъ определить непосредственно разстояше между пун
ктами А к В мешаетъ лесъ , находящейся между ними, то 
выбрали въ стороне д в е точки С и D, при чемъ нашли CD= 
= 5 7 4 м , Z ^ C D = 7 8 ° 2 6 ' , ZCZ»4=38°52' , Z B O D = 4 0 ° 1 5 ' и 
ZBZ»C=80°36'. Найти АВ. 

79. Углы при основанш треугольника равны Л=70°20 ' и В=48"16 ' ; 
разность проекщй другихъ сторонъ на основан1е равна я = 4 6 м. 
Решить Д . 

€0 . Наблюдатель, стоящш на берегу озера на высоте « = 1 5 ф. надъ 
поверхностью воды, видитъ облако подъ угломъ я = 3 8 = 2 0 ' , а его 
изображеше подъ угломъ [5=42° къ горизонту. Найти высоту 
облака надъ поверхностью воды и разстояшеегоотъ наблюдателя. 

•81. Решить прямоугольныйтреугольникъ.знаяегоуголъ Л=30°20 '16" 
и биссекторъ 6 = 2 8 , 6 м. прямого угла. 

82. Решитьтреугольникъ поуглуа=110°25 ' , его биссекгору 6 = 3 , 5 м. 
и углу |3=78°20' этого биссектора Со стороною. 

83. Стороны треугольника « = 5 0 , 6 м. и 6 = 7 8 , 4 м . , а мед1ана, со
ответствующая большей изъ нихъ, равна ?гг=60,5 м. Решить 
треугольникъ. 

3 4 . Окружности, рад1усы которыхъ Д = 3 0 , 4 м., г = 2 2 , 6 м. и р= 
= 18,5 м., имёютъ внешнее касаше. Определить углы между 
лишями центровъ. 

85. Стороны треугольника относятся какъ 15 : 14 : 13. Найти его углы. 
86. Решить треугольникъ по рад1усу # = 6 5 м. описаннаго около 

него круга и отношешю сторонъ т:п : р=\Ъ: \ 2>: 14. 
37. Найти углы треугольника, зная отношеше его высотъ я : 6 : с = 

= 3 : 4 : 6 . (85). 
88. Определить углы треугольника, зная, что биссектеръ угла С 

делитъ сторону АВ на части АК и KB, а биссекторъ угла 
В—сторону АС на части AD и DC и что Ah': h'B=2 : 3, а 
AD : DC=5 : 7. (85). 

89. Основашя трапецш равны я = 2 8 , 3 5 м. и 6 = 7 0 , 4 м . , а углы, 
прилежаице къ большему, равны а = 3 0 ; 4 0 ' и 1 3=53'20'32". 
Решить трапещю. 

90. Въ трапещи ABCD основашя ВС= 17,22 и А0=32,37 м., а 
углы Л=42°30'27" и D= 61*29' 13". Определить объемъ тела, 
полученнаго вращешемъ трапещи вокругъ AD. 

UI. Основашя трапецш равны я = 3 8 , 4 м., 6 = 7 2 , 5 м., а бока с = 
= 2 0 м. и « = 2 0 6 дцм. Найти д1агонали и разстоян1е отъ ос
новами ихъ точки пересечешя. 

92. Уголътреугольннка«=59°18'44",биссекторъего 6 = 4 0 м . , высота, 
проведенная изъ его вершины,h=2>2,6м. Решить треугольникъ. 
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93. Ръшить треугольникъ по сторонъ а = 3 7 4 5 см., противолежаще
му углу А=54°20'34" и отношешю т: « = 1 1 / 2 прочихъ сторонъ. 

94. На окружности рад1уса i ?=54 ,6 м. отложена дуга а = 9 7 ° . 
Найти длину хордъ, соединяющихъ концы этой дуги съ н е к о 
торой точкой той же окружности, зная ихъ отношеше а = 0 , 5 . 

95. Определить площадь равнобедреннаго треугольника АВСУ 

зная, что прямая BD, делящая уголъ В при вершине на части 
*=40°34'26" и 3=13°18'40" равна « = 1 7 , 1 м. 

96. Въ треугольнике ABC даны: сторона « = 2 1 , 4 м. и прилежаште 
углы з=70°14 ' и 3=50°18 ' . Какъ велики биссекторъ третьяго 
угла и части, на которыя онъ д е л и т ъ треугольникъ. 

97. Изъ точки ,лежащейвъразстояншо=15м.отъокружности рад1уса 
1?=9,17м., проведены къ ней подъугломъ а = 23°16' д в в секущая. 
Определить длину ихъ, зная, что одна проходитъ чрезъ центръ. 

98. На продолженш д1аметра (9=18 м. круга взята точка въ раз-
стоянш а—12 м. отъ центра; чрезъ нее проведена секущая . 
Найти величину угла, образованнаго ею съ дтаметромъ, зная, 
что онъ вчетверо меньше того, подъ какимъ изъ центра видна 
внутренняя часть секущей. 

99. Изъ точки А проведена секущая ACD чрезъ центръ и каса
тельная АВ подъ угломъ я=50°18 ' къ ней. Определить 
длины АВ и СВ, зная, что равноделящая угла BAD двлитъ 
BD на части, изъ которыхъ меньшая равна « = 2 , 8 м. 

100. Определить рад1усъ окружности, зная, что секупця, проведен-
ныя къ ней изъ одной точки, содержать а = 7 8 м . и 6 = 4 0 , 6 м., 
составляютъ между собою уголъ а=58°14 ' , и что одна изъ 
нихъ проходитъ чрезъ центръ. 

101. Къ окружности проведены изъ одной точки д в е секуштя, 
внешш'е отрезки которыхъ равны « = 1 8 м., а 6 = 2 4 , 6 м. 
Определить длину рад1уса этой окружности, зная, что секу
щая составляютъ между собою уголъ а = 4 2 ° 18 34", и что одна 
изъ нихъ проходитъ чрезъ центръ. 

102. Биссекторъ угла я = 6 8 с 4 6 ' прямоугольнаго треугольника д е 
литъ противолежащш катетъ на части, изъ которыхъ большая, 
равна « = 1 5 , 7 м. решить треугольникъ. 

133. Вычислить углы треугольника ABC, зная, что Л = 6 0 " , а 6 = 
= c ( V ' 2 4-V /3). 

Ш4. Въ треугольнике даны разстояшя а и 6 центра описаннаго 
круга отъ двухъ сторонъ и третья сторона с. Определитз 

. рад1усъ круга и углы треугольника. 
105. Р е ш и т ь треугольникъ, зная отношешя т : п : к=3 : 5 : 7 его 

высотъ и рад1усъ Д = 4 м. круга около него описаннаго 
106. Определить углы и площадь параллелограмма, зная, что одна 

изъ его сторонъ составляетъ ~=0,56, д р у г а я — \ = 1 , 4 меньшей 
Д1агонали, а большая д1агональ « = 7 , 3 м. 

107. Решить трапещю по разности а = 1 , 5 м., основанш и разности 
6 = 0 , 7 м. боковъ, которые составляютъ между собою уголъ 
а=17°18'. 
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108. Ръшить треугольникъ по сторонамъ а = 2 8 , 4 м. и 6 = 3 4 , 8 м. 
и косинусу т = 0 , 3 6 угла между ними. 

109. Найти рад1усы круговъ вписаннаго и описаннаго около тре
угольника, сторона котораго а = 4 4 , 8 7 9 м., а прилежащде углы 
В=41°53'37" и С=98°33'19". 

МО. Разстояше между центрами двухъ круговъ 3 = 3 4 1 м., уголъ 
между внешними касательными а=20°29'14", а между внутрен
ними [3=40°32'. Найти рад1усы. 

III. Равнобедренный треугольникъ съ угломъ въ а=37°25'50" при 
вершине, вращаясь около своей высоты, образуетъ тело, 
объемъ котораго F = 4 5 6 куб. м. Найти поверхность тела. 

112 Въ треугольник* ABC даны: 6=117 ,28 м., а = 8 9 , 2 1 4 м. и 
С=69°18'20". Найти на АС точку М, зная, что перпендикуляръ, 
опущенный изъ нея на АВ, делитъ треугольникъ пополамъ. 

113. Найти углы трапещи, основашя которой а = 8 0 , 1 5 м., 6=92 ,56 м., 
а бока с=42 ,44 м. и 3=62 ,79 м. 

114. Вычислить биссекторы угловъ треугольника, стороны котораго 
я = 1 7 , 5 м , 6 = 15,2 м., с=11 ,6 м., и углы этихъ биссекторовъ 
со сторонами. 

115. Ръшить треугольникъ по площади # = 4 0 5 6 , 3 м , углу Л = 
50°56'56" и сумме иг=204,84 м. сторонъ, его заключающихъ. 

116. На горе находится башня въ 75 ф высоты. Наблюдатель на-
шелъ, что прямая, идущая отъ вершины башни къ предмету, 
лежащему въ долине, составляетъ 46°20' съ горизонтомъ, а 
прямая, идущая къ тому же предмету отъ подошвы башни, 
образуетъ съ горизонтомъ уголъ въ 37°35'. Найти по этимъ 
даннымъ высоту горы, не сходя съ нея 

117. Наблюдатель, стоящш на прямой, соединяющейдверавновысоюя 
заводсюя трубы, видитъ ближайшую подъ угломъ въ60°; отойдя 
на 80 м. по направлешю перпендикулярному къ прямой, соеди
няющей основашя трубъ ,онъ видитъ одну изъ нихъ подъ угломъ 
въ 45°, а другую въ 30 е . Найти высоты и разстояше трубъ. 

118. Пароходъшелъ по направлешю на северъ. Въ некоторый моменгъ 
сънего были усмотрены маяки Л и В на одной прямой, состав
ляющей 15° къ востоку отъ направлешя, по которому шелъ паро-
ходъ, который въ это же мгновенье повернулъ на С З ; ког
да онъ прошелъ 5 верстъ, то А былъ виденъ на востокъ, а 
В на северо-востокъ Определить разстояше между А и В 
и отъ нихъ до парохода. 

119. Прямыя Л В = 5 7 , 4 м. и ВС=104 ,8 м. встречаются подъ угломъ 
въ 137 с54'24". Черезъ точку А проведенъ къ АВ перпендику
ляръ; въ какомъ разстоянш отъ А па немъ надо взять точку, 
изъ которой АВ и ВС были видны подъ равными углами? 
Число возможныхъ рьшенш? 

120. Решить предыдущш вопросъ, когда уголъ ЛВС=52°6 '40". 
121 Р е ш и т ь треугольникъ по периметру />=48,6 м., рад1усу г = 

= 7 , 1 м. вписаннаго круга и углу а=118 С 25'44". 

А. Воином,. Прямолин. триговом. 6 
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122. Ръшить треугольники по сумме s = 3 6 , 4 м. двухъ сторонъ, углу 
а=108°14'26" между ними и рад1усу у = 5 , 8 м . вписаннаго круга. 

123. Въ кругъ рад1уса г = 7 , 0 8 м . вписанъ равнобедренный треу5-
гольникъ, въ которомъ отношеше бока к ъ основашю равно 
т = 0 , 6 . Ръшить треугольникъ. 

J24. Вычислить площадь треугольника по углу Л = 4 8 ° 3 2 ' , сторонъ 
« = 1 7 , 4 м. и ея мед1ане w = 2 0 , 3 м. 

125. Съкорабляувидълидвамаяка — одинъ на В., другой на СВ; черезъ 
часъ первый маякъ былъ виденъ на Ю., второй на С ; еще черезъ 
часъ 1-й —на ЮЗ., 2-й —на 3 . Корабль дълалъ 8 миль в ъ часъ. 
Найти разстояше между маяками и разстояше каждаго изъ нихъ 
отъ корабля въ томъ моментъ, когда они были замечены съ него. 

126. Ръшить треугольникъ по сторонъ а = 7 3 , 0 4 м., прилежащему 
углу В = 7 3 ° 8 26" и рад1усу Д = 4 1 м. описаннаго круга. 

127. Стороны АВ и АВ параллелограмма ABCD соответственно 
равны 2 c o s x и tga;, а /_ВСА=2х° и /_АСВ=х°. Найти х и 
решить параллелограмъ. 

128. Решить трапещю по большему основашю 6 = 1 7 0 0 м., высоте 
ft=57 м. и боковымъ сторонамъ с = 5 4 3 м. и о = 9 5 м. 

129. Р е ш и т ь треугольникъ по площади 8 = 6 2 5 кв. м., углу я = 4 0 ° 
и углу ,3=72 между основашемъ и его мед!аной. 

130. Въ треугольнике ABC даны « = 6 2 м., с = 5 4 м. и В = 8 0 ° . Пер
пендикуляръ ВН, опущенный на АВ изъ средины В стороны АС, 
продолженъдо встречи въЕсъВС. Р е ш и т ь треугольникъ НЕВ. 

131. Решить треугольникъ ABC, зная а = 2 8 3 7 м. 6 = 2 1 7 1 м. и 
-cos А = — 0 , 0 2 . 

132. Решить треугольникъ^ВСпо следующимъ даннымъ: « = 3 , 7 м., 
£ - С = 1 2 ° 1 8 ' и 4 c o s B = 3 c o s C . 

133 Основан1е равнобедреннаго треугольника а, уголъ при вер
шине я. Какъ велики биссекторы его угловъ? 

134. Определить площадь и д1агонали четырехугольника, вписаннаго 
въ окружность рад1уса Д = 0 , 5 7 м., зная, что его вершины 
делятъ окружность на части въ отношеши 1 : 2 : 3 : 4 . 

135. Решить треугольникъ по мед1ане иг=1,6 основашя и приле-
жащимъ къ нему угламъ 4 = 8 0 ° 2 4 ' и 6 ' = 6 0 с 3 7 ' . 

136. Решить треугольникъ по мед1ане ш = 2 основашя и частямъ 
а = 3 7 с 1 8 ' и 24°46', ни которыя она д е л и т ъ уголъ, изъ вер
шины котораго выходитъ. 

137. Решить треугольникъ по его мед1анамъ ; « а = 2 , 4 м., ть=2,7 м. 
m=3fi м. (62). 
138. Въ круговой секторъ съ дугою <х=48°22' и рад1усомъ г = 3 м. 

вписанъ кругъ. Определить рад1усъ этого круга. 
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ГЛАВА VI. 

§ 68. Снять планъ местности значитъ сделать изображение 
небольшого участка земли въ какомъ-нибудь масштабе, т.-е. такъ, 
чтобы между ВСЕМИ лишями въ плане и теми, которыя имъ со-
отв'втствуютъ на местности, существовало Постоянное отношеше. 
Если местность неровная, то на планъ наносятъ горизонтальную 
лроекщю участка; для этого выбираютъ на участке как1е-нибудь 
пункты, опред-вляютъ разстояшя между ними, а затъмъ берутъ ихъ 
приекцш. Неровности участка представляютъ П Р О Ф И Л Я М И , т .-е. 
вертикальными разрезами местности по направлешю неровностей, 
или какъ нибудь иначе (подробности можно найти въ руковод-
ствахъ по геодезш). 

§ 69. Направлеше прямой на местности означается или про
вешивается рядомъ прямыхъ кольевъ (вьхъ), вбиваемыхъ въ землю 
такъ, чтобы они закрывали другъ друга для наблюдателя, стоя
щего на этой прямой. Длина провешенной прямой измеряется мер
ной цепью, проволокою и пр. 

§ 70. Углы измеряются астроляб!ей Состоитъ она изъ мед-
наго круга (лимбъ), разделеннаго на гра
дусы. Около центра лимба вращается 
линейка Л, называемая алидадой; она 
имеетъ на КОНЦЕ ношусъ. На концахъ 
алидады перпендикулярно къ ней наса
жены дощечки—подвижные д'юптры, а 
на концахъ д1аметра лимба, идущаго отъ 0 е 

до 180 г, находятся неподвижные дшптры. 
Въ каждомъ д ю п т р е по длине его сде
ланы щель а и прорезъ Ь; вдоль прореза 

/ натянутъ волосокъ Дюптры располагаютъ 
такъ, что щель одного приходится про-

Фиг. 28. тивъ волоска въ прорезе другого. Уста-
новивъ центръ лимба надъ вершиною 

измеряемаго угла и направивъ неподвижные д1оптры по одной 
стороне угла, а подвижные по другой, определяютъ его вершину 
отсчетомъ на лимбе . Къ астролябш присоединяется бусоль. Это— 
медная круглая коробка, въ центре которой укреплена магнитная 
стрелка. Помощью дюптровъ можно визировать на предметы, 
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Фиг. 29. 

удаленные не более полуверсты; при большихъ разстояшяхъ 
вместо алидады употребляютъ кипрегель; такъ называемая алидада, 
на которой вместо дюптровъ помещена зрительная труба, вращаю
щаяся на горизонтальной оси. Назваше свое астроляб1я получила 
•потому, что въ старину ею измеряли высоты свътилъ небесныхъ. 
приводя ея лимбъ въ вертикальное положеше. 

С Мензулой наносятъ углы на 
бумагу, не измеряя ихъ. Она со-
стоитъ изъ небольшой квадратной 
(сторона равна '/* или 1/в сажени) 
деревянной или иной доски, обтя
нутой бумагой и укрепленной по
мощью винтовъ на штативе. Пред-
положимъ, что надо снять фигуру 
ABCD. Ставимъ мензулу надъ А 
(фиг. 29, 30), проводимъ ее въ гори

зонтальное положеше и отмечаемъ точку о, лежащую надъ А; 
поместимъ на мензулу алидаду и, направивъ ея дюптры на В, 
чертимъ по краю алидады прямую аЪ, которая и представитъ АВ 
въ известномъ масштабе, затемъ направляемъ алидаду на D и 
чертимъ прямую ad, изображающую AD 
въ томъ же масштабе; перенося мензулу 
въ точки В, С и т. д., повторяемъ т е же 
манипуляцш и получаемъ планъ места 
въ данномъ масштабе. При большихъ 
мензулахъ употребляются кипрегели. 
Определете точки, лежащей надъ вер
шиною А снимаемого угла, делается по
мощью вилки m (фиг. 30) съ гирею р на 
шнуре; когда гиря находится надъ А, то 
ocTpie верхней ветви вилки даетъ гори
зонтальную проекщю а точки А. 

§ 71. Для проведешя на земле пря-
мыхъ перпендикулярныхъ и параллельныхъ къ 
данной употребляетоя эккеръ. Въ простейшемъ 
виде онъеостоитъ изъ двухъ перпендикулярно 
сбитыхъ брусковъ, которые на концахъ снаб
жены шпиньками а, Ь, с и d (фиг. 31). Крестъ 
этотъ насаживается на колъ, вбиваемый въ 
землю. Для проведешя CD перпендикулярно Фиг. 31. 
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къ АВ эккеръ укрепляютъ на АВ такъ, чтобы направлешя ab И 
АВ совпадали, и провъшиваютъ прямую CD по направлешю cdf 

которая и будетъ, конечно, перпендикулярна къ АВ. Для прове-
дешя прямой, параллельной АВ, надо провешить прямую ЕН, 
перпендикулярную къ CD; въ такомъ случае, какъ известно изъ 
геометрш, ЕН будетъ параллельна АВ. 

§ 72. Для опредълешя относительныхъ 1) высотъ двухъ то-
чекъ, т.-е. высоты однбй точки надъ другою, употребляются 
нивелиръ и рейки. 

Нивелиръ состоитъ изъ линейки съ дюптрами или зритель
ной трубы съ прикр-впленнымъ къ ней уровнемъ для приведешя 
ея оси въ горизонтальное положеше; труба устанавливается на 
треножнике. 

Рейкою называется шестъ (около 2 саж. длиною), разделен
ный на десятыя и сотыя доли сажени, или на футы и дюймы; 
деления идутъ снизу вверхъ, 

Нивелировку производятъ такъ: установивъ вертикально въ 
данныхъ точкахъ А и В рейки, а 
между ними нивелиръ, определяютъ 
на рейкахъ те делешя В и С, которые 
лежатъ на продолженш оси трубы. 
Разность DB—AC=EA (фиг. 32) и 
есть относительная высота точки А 
надъ точкою В. При большихъ раз-Фиг. 32. 

•стояшяхъ (около 200 саж.) употребляютъ рейки иного устройства 

§ 73. Задача. Определить разстояше между точками 
А и В, изъ которыхъ одна недоступна (фиг. 33). 

Недоступною точкою называется 
такая точка, къ которой нельзя подой
ти. Пусть дана недоступная точка А 
и требуется измерить ея разстояше 
отъ точки В, къ которой можно по
дойти. Взявъ прямую ВС и измеривъ 
ея длину, определяемъ величины уг
ловъ В к С, которые образуетъ пря
мая ВС съ прямыми ВА и СА, иду
щими отъ ея концовъ къ недоступной 
точке А. Такимъ образомъ въ Д ABC Фиг. 33. 

' ) Абсолютной высотой точки яаз. ея разстоян1е оть уровня океана. 
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мы знаемъ 3 элемента: сторону ВС=а и прилежание углы В и С; 
поэтому отыскаше длины АВ сводится на ръшен)'е задачи 2) § 6 5 г 

имъемъ 
АВ sin С a s i n C 
ВС = sin (В -f- С) ' 0 Т К у Д а А В - sin ( B - f - C ) ' 

Прямая ВС, длина которой отыскивается непосредственнымъ из-
мърешемъ, называется базисомъ. 

§ 74. Задача. Определить разстояте между двумя не
доступными точками А и В. 

Вообразимъ двъ недоступный точки А и В, (верхушки ма-
яковъ) къ которымъ подойти мъшаетъ, напр., море (фиг. 33). 

Проводимъ произвольный базисъ КС, 
изъ концовъ котораго видны о б е точ
ки А и В Изм-вряемъ базисъ и угль1. 
АКС, ВЕС, АСЕ и ВСЕ. После этого 
можно приступить къ вычисленшдлины 
прямой АВ. Сдълаемъ обозначешя: 
ЕС = а, Z АКС = 79°, Z ВЕС = 28°, 
/ 4 С 7 г = 35°, lBCE=Q9. Въ такомъ 
случаъ /_АЕВ=5\° (если же прямыя 
КА, KB и КС не лежатъ въ одной 
плоскости, то /_АЕВ надо опрелълить 

непосредственнымъ измърешемъ, потому что онъ не равенъ раз
ности угловъ АКС к ВЕС). Изъ Д А КС вычисляемъ АЕ (по стороне 
КС и угламъ), а изъ Д ВЕС вычисляемъ ЕВ. Наконецъ, изъ Д ЕАВ 
вычисляемъ АВ (по двумъ сторонамъ АЕ н ЕВ» углу между ними). 

§ 75. Задача. Определишь высоту АВ предмета (башни, 
дерева и т. п.), къ основашю котораго можно подойти. 

Отъ основашя А (фиг. 35) предмета 
беремъ некоторый базисъ АЕ. Опредь -
ляемъ длину базиса АЕ и устанавливаемъ 
въ Е угломерный снарядъ. Измеряемъ 
этимъ снарядомъ уголъ ВСЕ, составлен
ный съ горизонтомъ лучомъ ВС, направ-
леннымъ на вершину предмета. Сделаемъ 
обозначешя: АЕ=а, /_ВСЕ=а. Въ такомъ 
случае ЕС=а, а Д ЕСВ даетъ 

BE=ECtga=atg<*. 

Фиг. 34. 

Фиг, 35. 
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Д л я опредълешя высоты АВ предмета остается къ найденной дли-
' H t BE прибавить длину ЕА, т. е. высоту h угломернаго снаряда 
{астролябш) и получимъ. 

АВ=ВЕ-\-ЕА или 

АВ=а tga- j -Л 

ЗаМ'Ьчаше. Отъ неточности угломернаго снаряда зависитъ 
ошибка въ определенш длины BE и всей высоты АВ. Покажемъ, 
что ошибка будетъ наименьшая въ томъ случае, когда базисъ 
АК приблизительно равенъ BE или а близокъ къ 45°. 

Допустимъ, что ошибка въ определенш угла а равна г и что 
мы вместо угла а определили большш уголъ a- j-s . Въ такомъ 
случае высота BE у насъ получится равною не a t g a , но a t g ( a - j - s ) 

и абсолютная ошибка въ определенш длины BE будетъ равна 
BE 

• a t g ( a - f - s ) — a t g a или a [ t g ( a - j - e ) — t g a ] . Далее , а = -— , след . , 
t g a 

ошибка въ определенш BE (обозначимъ ее чрезъ к) равна 

BE 
ft = a [tg (« + е) - t g a ] = ~ [ tg (а + s ) - t g a ] = 

= BE t g ^ - f e ' = B E , » i n ' , -
t g a COS ( a - j - s ) c s a t g a 

cos ( a - j - г ) sin a s in(2a-j -s)—s ins 

Эта ошибка к при одномъ и томъ же значенш s будетъ умень
шаться съ увеличешемъ знаменателя sin (a- j -s)—sins и достигнетъ 
наименьшей величины при наибольшемъ значенш sin(2 a - j -s ) , а 
наибольшее значеше sin (2 a-j-s) равно 1, след., к достигнетъ сво
его m i n i m u m ' а при s in(2 a - j - s ) = l , т. е. при 2 a - j - s = 9 0 : , т. е. тогда, 
когда приблизительно 2а = 9 0 ° или а = 4 5 ° . . 

Относительной ошибкой называется ~ - . 
BE 

§ 76. Задача. Определить высоту недоступнаго предмета 
(горы и т. п.) 

Пусть дано определить высоту АВ (фиг. 36) предмета (горы, 
церкви, замка и т . л.), къ основашю В котораго подойти нельзя. 
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Фиг. 36. 

Въ горизонтальной плоскости, въ кото
рой лежитъ В, беремъ определенный базисъ" 
CD; измъряемъ базисъ CD и углы ADC, АСВ\ 
ACD. Въ треугольникъ ЛСВ известны стороны 
CD и прилежапп'е къ ней углы. Вычисляемъ 
изъ этого треугольника АС. Далее, прямо
угольный Д ABC даетъ АВ — АС sin ВСА. 
Задача решена. 

§ 77. Триангуляция. Триангулящей (тригонометрической 
съемкою) называется такая геодезическая операщя, при помощи 
которой определяютъ длины линш на земной поверхности реше-
шемъ ряда треугольниковъ. Точки А, В, С, D,... (фиг. 37) мест
ности соединяютъ прямыми лишями; получается сеть треуголь

никовъ ABC, СВН, HBD и т. д.; одну изъ этихъ 
прямыхъ, напр., АС измеряютъ непосредственно и 
называютъ начальнымъ базисомъ. Въ каждомъ 
треугольнике измеряютъ углы точными инстру
ментами. Точки на земной поверхности выбираютъ 
такъ, чтобы изъ каждой были видны по меньшей 
м в р е три друпя соседшя. Вершинами .4, В, С,... 
треугольниковъ выбираютъ таюя точки, какъ вер
шины колоколенъ или особые знаки на возвышен-
ныхъ местахъ. Рвшая полученный рядъ треуголь
никовъ, мы можемъ вычислить длины прямыхъ 
АВ, СВ, СН, НВ, HD, HF и т. д. Для контроля 
берется, кроме начальнаго базиса, еще другой, 

который можно непосредственно измерить Каждый 
треугольникъ приходится решать по стороне и двумъ угламъ. 
Въ треугольнике ABC непосредственно измерены АС и углы, 
поэтому можно вычислить СВ. Въ треугольнике СВН известны 
СВ и измеренные углы, поэтому можно вычислить НВ. Въ Д-ъ , 
HBD известно НВ и углы измеренные, поэтому можно вычислить 
HD и т. д. 

Триангулящею определяютъ длину дуги мерид1ана или па
раллели на земной поверхности. Чтобы дать представлеше о по-
добномъ измеренш, предположимъ, что АЕ (фиг. 32) есть часть 
мерид1ана. Длину значительнаго отрезка АЕ невозможно получить 
непосредственнымъ измерешемъ, углы же сравнительно легко из
м е р и т ь при помощи точныхъ инструментовъ, поэтому при изме
ренш длины какой нибудь части мерид!ана прибъгаютъ къ измерешю 

Фиг. 37. 

напр. , FD, 



— 89 — 

угловъ и къ ръшешю треугольниковъ. По об-в стороны АЕ выби-
раютъ рядъ точекъ В, С, Н, D, F, которыя принимаютъ за вер
шины треугольниковъ АСВ, СНВ, HBD, HDF, FDE; стороны 
этихъ треугольниковъ перес-Ькаютъ лишю АЕ въ точкахъ К, L, 
N, О. Непосредственно измъряютъ длину базиса АС и величину 
угловъ Д - а АСВ, прилежащихъ къ АС. Посл-fe этого въ Д--Б ABC 
можно вычислить всъ его элементы. Далъе, изъ концовъ В и С 
стороны ВС треугольника СНВ измъряютъ углы его, прилежаште 
къ ВС, и посл-в этого вычисляютъ всъ элементы Д - а СНВ. Загьмъ , 
изъ концовъ Н и В стороны НВ треугольника HBD изм-вряютъ 
углы его, прилежаидте къ НВ, и вычисляютъ всъ- его элементы. 
Такимъ образомъ продолжаютъ измерять углы въ каждомъ тре
угольникъ и вычислять его стороны, пока дойдугъ до Е. Для 
контроля измъряютъ непосредственно сторону FE посл-вдняго 
треугольника FED для сравнешя съ ея длиною, полученною вы-
числешемъ. 

Окончивъ первый рядъ вычислешй, приступаютъ ко второму, 
къ вычислешю отр1ззковъ Ah', KL, LX. NO. ОЕ мерид1ана. 

Астрономическими наблюдешями опред-вляютъ /_ САК, об
разуемый стороною АС треугольника CAB съ направлешемъ ме-
рид1ана. Послъ э т о ю въ Д--в АСК по сторонъ АС и прилежащимъ 
угламъ о.предъляютъ длину АК, 

Длину KL опредъляютъ изъ треугольника KLB с.твдующимъ 
образомъ. Изъ Д АСК можно вычислить СК, а слъд., и KB— 
— СВ—СК и / АКС. Такимъ образомъ. въ Д - t KLB известны 
KB и прилежащ1е углы KBL (непосредственно измеренный) и 
/ BKL, равный углу АКС, вычисленному изъ предыдущего Д - а 
А КС. 

Длины LX. N0 и ОЕ подобнымъ же образомъ вычислимъ 
изъ треугольниковъ HLN, XOD и FOE. 

Послъ этого длину АЕ найдемъ. какъ сумму АК-\-1\'Ьл-
•• I.X \ SU • <JF.. 

ГЛАВА VII. 

Р Ъ ш е ш е т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ъ у р а в н е ш й . 

§ 78. Равенство наз. тригонометрическимъ, если въ немъ 
неизвестное содержится подъ знакомъ тригонометрической функ-
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иди, напр., sin 2 .r-f-cos 2a;=l и s i n c o s a ; = 1 суть тригономе
трически равенства. 

Тригонометрически равенства разделяются на тождества и 
уравнешя. 

Тригонометрическимъ тождествомъ наз. такое тригонометри
ческое равенство, которое справедливо при всъхъ возможныхъ 
значешяхъ неизв-встнаго угла, напр., s in 2 a: - fcos 2 a;= 1. 

Тригонометрическимъ уравнешемъ наз. такое тригонометри
ческое равенство, которое справедливо только при нъкоторыхъ 
значешяхъ неизвъстнаго угла; эти значешя наз. корнями уравне
шя. Если уравнеше содержитъ функщй одного неизвъстнаго угла, 
то оно наз. тригонометрическимъ уравнешемъ съ однимъ неизвъст-
нымъ, напр., s i n a - l - c o s a ^ l ; если—функщй двухъ угловъ, то— 
съ двумя неизвестными, напр., зтж- | -51п1 /=0,6 и т. д . 

Решеше уравнеш'я состоитъ въ отысканш какой-нибудь функ
щй неизвестнаго угла, а по этой функщй и самаго угла. 

Если въ уравнеше входитъ одна тригонометрическая функщ'я 
искомаго угла, то оно решается обыкновенными пр1емами алге
браическими. Решимъ для примера уравнеше s i n 2 a ;= l , 3 — 2 sina;. 
Перенося все члены въ одну часть уравнешя и решая по фор
муле квадратнаго уравнешя, имеемъ 

Sin х = — 1 ±V 1 - f 1,3 = — 1 V2~fc 
1^2,3 нельзя брать со знакомъ—, потому что синусъ есть пра
вильная дробь (§ 17), след., s ina ;=0 ,51 . Если въ уравнеше вхо-
дятъ 2 или несколько тригонометрическихъ функщй, то его за-
меняютъ равносильнымъ, содержащимъ одну функщ'ю. Замена эта 
чаще всего делается: 1) подстановкой вместо одной тригонометри
ческой функщй ея выражешя чрезъ другую на основанш равенствъ 
§ 8; 2) при помощи равенствъ §§ 35 и 37. 

Примеры. I. cosa;-j-sc2:=4. 

По рав. (35 § 8 имеемъ 

cos аН = 4. 

cosa; 

2. cos'a:= 3 / '4- r -sina;(sina:- |-cosa;) (а) 

Раскрывая скобки, имеемъ 
cos J a;= 3 /4- r -sin 2 a:-|-sina;cosa; или 
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cos 2 x—sin 2 a;= 3 /44-sin xcosx, 

или, на основанш рав. (1) и (2) § 35 

cos 2a;= 3 /4 - ( - 1 /2s in 2Х. 

Выражая cos 2а; чрезъ sin 2а; или наоборотъ, получимъ урав-
неше съ однимъ неизвъстнымъ. 

Уравнеше (а) можно ръшить, выразивъ sina; чрезъ cosa; 
(рав. 1-е § 8) и возвысивъ затъмъ о б е части въ квадратъ. 

Иногда дълешемъ можно данное уравнеше преобразовать 
въ равносильное, содержащее одинъ тангенсъ или иную функщю. 

Примьры. I. Раскрывая въ уравненш (а) скобки, заменяя 
а / 4 черезъ 3 / 4 (cos5a:-|-sin2a:) на основанш рав. 1-го § 8, и дъля 
объ части на cos2a:, получимъ 

1 = з / 4 _ ) _ з / 4 tg2a;-f-tg2a;—iga;. 

Дальнъйш1й ходъ ръшешя ясенъ. 

2. х-\-у=А, a s ina:—6s iny=0 . 

Подставляя х изъ 1-го уравнешя во 2-е, имеемъ 

asinAcosy—a cos A s\ny—bs'my=0. 

Д-БЛЯ на sin?/, получимъ 

asmAcigy—a cos А — Ь=0. 

Отсюда ctgy легко определяется. 

3. s'mxcosy=p, х—у=а. 

Изъ второго уравнешя имеемъ 

sina:=sin(rt~j-?y)=sina cosi/-f-coso siny. 

Подставляя это значеше sina; въ 1-е уравнеше, имъемъ 

sina cos 2 /y+cosa sinry cos!/==p. 

Заменяя p черезъ p (cos2y-\-s'm2y) и деля о б е части на cos2/y, 
имеемъ 

s ina- fcosa tgy—p-^p tg2y. 

Отсюда tgy легко определяется. 

Ту же систему можно решить и такъ: 

Изъ второго уравнешя имеемъ 
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sina; cosy—cosa; s i n y = s i n a или 

p—cosa; sin y = s i n a , откуда 

cosa;s iny=j9—sin«. 

Складывая почленно это уравнеше съ первымъ изъ данныхъ, им-вемъ 

sina;cosy-[-cosa; s i n y = 2 p - - s i n a 

или sin (х-\-у)=^2р — s ina . 

Отсюда опред'Блимъ х-{-у; зная же х-\-у и х—у, легко найти 
х к у. 

Если требуется отыскать уголъ, то уравнеше можно решать 
иногда при помощи вспомогательнаго угла (§ 55). 

Дано уравнеше 

cosx-\-p s i na ;=o 

Каково бы ни было р, всегда (§ 17) можно положить p=tgy; 
поэтому имъемъ 

cosa;-}-tgy s ina ;=o или 

, s iny . 
c o s a H — sin x=q или 

cosy 1 

cosx cos?/+sina; sin у 
- —— = q или cosy 

cos (x—y) 
cosy q, откуда определяемъ 

x—y, а слъд., и x, опредъливъ предварительно у изъ уравне
шя p = t g y . 

§ 79. Полезно заметить те случаи, когда уравнеше можетъ 
потерять корни или прюбръсти посторонше (доказательство въ 
курсахъ алгебры). 

I . Уравнеше вообще пршбрьтаетъ посторонн1е корни: а) когда 
мы умножаемъ его части на целое выражеше, содержащее 
неизвестное; прюбрътаются т е корни, которые обращаютъ мно
жителя въ 0; Ь) когда мы возвышаемъ его части въ квадратъ 
(вообще въ одну и ту же степень). 

Примеры: I. Дано уравнеше sina;-f-cosa; = 1,4. Перенося 
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•cosa; въ правую часть, возвышая затъмъ объ части въ квадратъ 
я замъняя sin2a; черезъ 1—cos2a;, ръшаемъ полученное уравнеше 
и получаемъ посторонне корни s ina:=— 3 /о , cosx=—4/s. 

2. Дано уравнеше 
sina; tga; 
1 —cosa; 

Для освобождешя уравнен1я отъ знаменателей, умножаемъ о б ъ 
части на 4(1—cosa;); получаемъ уравнеше 5cos 2a;—9cosa;-f-
—J-4=0, корнями котораго служатъ c o s a : = l и cos.a;=0,8; пер
вый изъ нихъ не есть корень даннаго уравнешя; въ самомъ дълъ , 

онъ обращаетъ левую часть въ неопредъденносаь , для рас-

sina: 
к р ь т я которой замънимъ tga; черезъ и представимъ левую 

COS Л/ 

часть уравнешя въ видъ 

sina; . sina; sin 2a; 1 — C O S 2 . T или -у, , или 
(1—cosa;) cosa; ' (1—cosa;) cosa; ' (1—cosa;) cosa; 

1+cosa ; 
cosa; 

Подставляя сюда 1 вм. cosa;, получаемъ 2, а не % • Посто
р о н н е корень найдемъ, полагая 4(1—cosa;)=0. 

II. Уравнеше вообще теряеть корни, когда мы дьлимъ его 
части на целое выражеше, содержащее неизвестное; теряются тъ 
корни, которые обращаютъ делителя въ 0. 

Примьръ. Дано: sin2a;-f-0,2 cos2a;-f-2 sin 2 а ; = 1 . 
Подставляя cos 2a;-)-sin 2a; вм. 1 (рав. 1, § 8) и дъля о б е части 

на cos2a*, мы теряемъ корень cosa ;=0 . 

III. Р е ш а я уравнеше вида ABC . . . = 0, где А , В, . . . 
зависятъ отъ неизвестнаго, надо помнить, что произведете равно 
нулю, когда по крайней м е р ь одинъ изъ множителей=0, а осталь
ные—числа конечныя. Въ виду этого, полагая последовательно 
А=0, В = 0 , и т. д., можемъ получить корни, не удовлетво-
ряюип'е данному уравнение. Это можетъ быть въ такомъ случае, 
если одинъ изъ множителей, напр., А—0, а другой, напр., В 
въ то же время равенъоо. Въ самомъ д е л е , произведете ABC.. . 
принимаетъ при этомъ видъ неопределенности 0 . со, а истинное 
значеше его можетъ и не равняться нулю. 
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ПримЬръ. Дацо: s i n x = 4 c o s £ . 
Перенося 4 cosx въ левую сторону и беря sina; за скобке, 

имеемъ 
sina; (1—4 ctga-)=0. 

Полагаемъ s ina;=0 и 1—4ctga;=0. 

Первый изъ найденныхъ такимъ образомъ корней s ina;=0 
не удовлетворяетъ уравнешю, потому что при s ina;=0, второй 
множитель 

1—4 с tga; ==1—4 c o s x — i—4 , i / 0 = o o . 
° sina; 

Истинное значеше произведена s ina;( l—4 с tga;) равно 
sina;—4cosa;, что при sina;=0 равняется—4, а не 0. 

З а д а ч и для повторения. 

1. Найти стороны вписаннаго въ кругъ треугольника, зная, что 
дуги, имъ соответствующая, равны 10,5 ф., 11,27 ф. и 9,646 ф. 

2. Показать, что отрезки, образованные на основанш треугольни
ка высотою, обратно проиорцюнальны тангенсамъ прилежа-
щихъ угловъ. 

3. Показать, что отношете отрезковъ гипотенузы, образован-
ныхъ высотой, равно квадрату тангенса одного изъ угловъ. 

4. Отношеше отрезковъ гипотенузы, образованныхъ высотою, 
равно иг=0,5625. Найти углы. 

5. Разность катетовъ д=5 м., разность ихъ проекцдй на гипоте
нузу равна т = 7 м. Найти углы и площадь. 

6. Отношеше катетовъ т = 0 , 7 5 , разность проекщй катетовъ на 
гипотенузу равна 3 = 1 4 м. Найти углы и площадь. 

7. Уголъ при вершине равнобедреннаго треугольника равенъ а = 
=50°18'20", а бокъ 6 = 2 8 ф. Найти рад1усъ описаннаго круга. 

8. Определить объемъ прямой правильной 3-угольной пирамиды, 
сторона основашя которой а = 1 6 м., а уголъ между ребромъ 
и плоскостью основашя то=50°40'. 

9. Решить уравнеше arcsina;=arcsin 3 2 3 / з 2 5 — a r c s i n 4 / s . 

10. Показать, что arc tg 5 9 /4 i=arctg 3 /7-+-arctg'Ye

ll. Показать, что ~ = arc tg 0,6-»-arc tg 0 ,25 . 

Па. Показать, что arc sin 3/5-+-arc sin 4 / s = ^ 

Ив. Показать, что arc tg 72-1-arc tg </з = |- . 

12. Решить arc sin '/2 V 2 = a r c tg 1,5—arc tga;. 
13. Решить arc sina;=arc tg 1 1/з-Ь-атс tg 3 3/r ,e. 
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И. Подъ какимъ угломъ пересекаются д1агонали куба? 
15. Разность проекщ'й катетовъ на гипотенузу равна ю=21 м.,уголъ 

Л = 6 2 ° 5 0 ' 4 0 " . Найти катеты. 
16. Прямая правильная 3-угольная призма пересечена плоскостью, 

проходящею чрезъ сторону основашя подъ угломъ въ 52°20'36" 
къ нему. Определить площадь сечешя, если периметръ осно
вашя р = 3 6 ф. 

17. Исключить а изъ уравненш x=ps'ma, y=qcosa. 
18. Исключить а изъ ур. s ina -t-cosa=p—1, s i n a c o s a = g . 
19. Исключить х изъ ур . a s ina ;=cos 2 a ; и s i n a ; c o s a : = 0 . 
20. Площадь прямоугольнаго треугольника s = 6 0 , а рад1усъ впи

саннаго круга г = 3 . Найти углы. 
21. Кругъ рад1усъ котораго г = 1 5 м., вписанъ въ прямоугольный 

треугольникъ съ угломъ а = 4 Г 6 ' 4 4 " . Найти площадь. 
22. Кругъ рад1уса котораго r = 2 2 , 0 / u м., вписанъ въ равнобед

ренный треугольникъ съ основашемъ а=72 м. Найти углы. 
23. Изъ меди (уд. в = 8 ) вылита прямая квадратная пирамида ве -

сомъ въ 1954 килогр. Найти высоту, зная, что она съ ребромъ 
составляетъ уголъ въ 35°20'. 

24. Показать, что сумма разстоянш сторонъ треугольника отъ 
центра описаннаго круга равна сумме рад1усовъ этого круга 
и круга вписаннаго въ треугольникъ. 

25. Найти длину градуса параллели Харькова, широта котораго 
равна 49°59'19" (рад!усъ земли 858 г. м.). 

26. Решить arc tg 1V„=2 arc tg (ж—1). 
27. Р е ш и т ь arc t g ( a ; - t - l ) = 3 arc tg(a;—1). 
28. Долготы двухъ местъ 20°16'' W и 25°48' О, а широта обоихъ 

(сев.) 50°27'. Найти разстояше между ними (рад. земли 6000 в.). 
29. На хорду въ 5,8 ф. опирается центральный уголъ, равный 

1,0472. Найти площадь круга. 
30. Найти sca;(sca;—tga:) при а;=90°. 

31. Найти \—а°1^ П р И х=2-. 
1—sea; 

32. Рад1усы двухъ пересекающихся окружностей равны Л = 1 5 м. 
и г = 1 3 м., а общая хорда я = 2 4 м. Найти центральные углы, 
соответствуюгще хорде . 

33. Два круга пересекаются перпендикулярно; разстояще центровъ 
5 = 1 7 м., общая хорда а = 1 4 2 / п . Найти дуги окружностей, со
ответствующая общей хорде. 

34. Дуги вписанной въ треугольникъ окружности, заключенный 
между точками касашя, равны 14,6608 м., 12,5664 м. и 10,472 м. 
Найти стороны и углы. 

35. Решить треугольникъ, зная суммы s = 2 4 м. и s t = 3 6 м. каж-
даго катета съ его проекщей на гипотенузу. 

36. Определить объемъ прямого конуса, зная уголъ а = 4 0 ° 3 2 ' меж
ду осью и образующею и объемъ 7 = 3 7 куб. м. описаннаго 
около него шара. 

37. Высота маяка надъ уровнемъ м о р я = 2 7 с ; лучъ зрешя, напра
вленный съ его вершины на корабль, составляетъ съ горизонтомъ 
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уголъ въ 4°1Г32". Опредълить разстояше корабля отъ маякам 
38. Если отношешетяжести подъ экваторомъ къ тяжести подъ широ

той х равно Y\—0,006547 sin2**;, то во сколько разъ тяжесть 
подъ широтою 83°50'30" больше, ч%мъ подъ широтою 45°42'? 

39. Высота дома 15,243 ф. , тень его 47,62 арш. Найти высоту солнца. 
40 . Высота Д - а ft=24 ф., углы при основанш Л=73°44 '23" и В— 

=67°22'48". Найти рад1усъ описаннаго круга. 
41. Найти д(агонали трапещи, зная ея основашя « = 1 2 м , 6 = 15м. 

и два противоположпыхъ угла £>=59°27' и q=67°22'. 
42. Гномонъ вышиною въ 6 ф. во время лътпяго солпцестояшя 

давалъ наименьщую тень въ 1,327 ф , а во время зимняго 
10,14 ф. Определить наклонеше эклиптики. 

43. Найти поверхность правильной «угольной пирамиды, сторона 
основашя которой а, а плосме углы при вершине т. 

44. Наибольшая производящая кругового конуса А, наименьшая а, 
уголъ между ними р. Найти объемъ . 

45- Ддаметръ основашя наклопнаго конуса д, углы наклонешя 
наибольшей и наименьшей производящихъ къ основанш а и 6. 
Найти объемъ. 

46. Найти объемъ сектора, соответствующего центральному углу 
я = 8 0 ° 4 0 ' въ ш а р е pafliyca R=8 арш. 

47. Объемъ правильной «-угольной призмы V, высота Н. Найти 
сторону основашя. 

48. Найти объемъ усечепнаго конуса, рад1усы основанш котораго R 
и г, а наклонеше производящей къ большому основашю=«. 

49. Равнодействующая двухъ силъ равна половине одной и состав-
ляетъ прямой уголъ съ другою. Найти уголъ между соста
вляющими. 

50. Прямолинейный путь молнш былъ виденъ подъ угломъ а== 
=45°36'10"; громъ продолжался t = 2 1 /., с , между молшей и 
громомъ црошло 7 = 17 сек. Найти длину пути (скорость 
звука 333 м.). 

51. Определить объемъ тела, происшедшаго отъ вращешя треу
гольника около одной изъ сторонъ его угла Л=36°40 ' , зная 
другую сторспу 6 = 6 0 м. и площадь <S=125 кв. м. 

52 Решить треугольникъ по стороне в, противолежащему углу 
1 и высоте ft, опущенной изъ его вершины. 

53. Р е ш и т ь треугольникъ по углу а=35°40 ' , высоте 7г= 14 м., 
опущенной изъ его вершины, и разности г)=22°30" двухъ дру-
гихъ угловъ. 

54. Если синусы угловъ Д - а составляютъ ариеметическую про-
rpecciio, то котангенсы половинъ угловъ составляютъ тоже 
ариеметическую прогресаю. 

55. Р е ш и т ь Д по стороне а = 1 3 м., высоте ft=20 м., на нее опу
щенной, и сумме s = 3 0 м. двухъ другихъ сторонъ. 

56. Р е ш и т ь Д по основанш 6=15 ,47 м., высоте Л=16,984 м. и 
разности 3 = 5 , 4 9 м. двухъ другихъ сторонъ. 

57- Найти периметръ ромба по углу а=116°45 'и сумме s = 2 6 , 4 м. 
д1агоналей. 



58. Решить Д . по высотамъ Л—20,4 м., HJ=30,6 м. и Л а =25 ,8 и . 
59. Большее основаше трапещи а = 5 0 , 6 м . , углы при немъ а=29.°33'1б. 

и 3 = 113°20'40", болышй бокъ с = 3 1 , 4 м. Ръшить трапец/ю. 

Ръшить уравнешя: 
60. t g ж = tg23° 10'42"-ьtg70° 15'46". 

61. sina;==V2 sin (ам-47°). 62. c o s a ; = V 3 (1—sina;). 
63. s i n 2 a ; - b s i n 3 a ; = 3 s i n ^ 63a. sina:—cosa:= tga;—ctga;. 
64. 1 -4-cos 2a;=cos x : V1—cos2a;. 
c _ 2sina; 1—cos2a; e e . . . . . ' , 
6 5 . — : — = .—- f<— • 66. a (sin 2x - i -s in4a; )=ocosa; . 

ctga; l-»-cos2a; " 
.67. fl (cos4a;- cos2a;)=bsin x. 68. t g a ; J r c t g a ; = a . 
69. aig2x-I~b=pscx. " . 70. a sin2a;-+-o cos 2a:=fc. 
71. sina;=asin?y; tgx=btgy. 72. a(cosa;- : r-sina:) 2 =6cos2a; . 

'73. a (ccsa; - t -s ina : )=&cos2a: . 74. c o s « a : - b c o s ( n — 2 ) a : = c o s a ; . 

75. - 0

 C . S X „ = 76. 8 cosa; sin . £ = - . 
3—4 s i n ^ 

77. sina; c o s j / = 3 6 / 6 o и cosa; sin/y= 4 , ' i 3 -
78. sina: sin?/=0,576 и c o s a ; c o s / / = 0 , 2 2 4 . 
79 5 sina;—3 cosa :=48 ctgx. 80. tga;-»-cosa:=sca;. 
81. s i n a ; . s i n 2 a ; . s i n 3 a ; = 0 . 82. cosa; . c o s 2 x . c o s 3 a : = 0 . 
83. s i n a M - s i n 3a;=sin 2a;. 84. cosa ;=cos2a :H- l . 
85. s i n a ; 4 - s i n 2 a : 4 - s i n 3 a ; = l H - c o s a ' - + c o s 2 a ; . 
86. tg2a; t g a ; = 2 , 3 . 87. c t g a : = 7 / 3 2 c tg 1 / ,ж . 
88. cos2a;=0,2 (cosa;—sina:). 89 , . . s in .T4-s in2 . r= tga ; . 
90. хч~у=26с8'; sinx s i n / / = 0 , 4 . 
91. x—y=\2c\<l'; cosx c o s y = 0 , 1 2 . 
92. x~t-y=a, sinx cosy=p. 

93. s i n a ; - t - c o s a ; = - — . 94. 2—5 s i n : r = l 7 3 c o s 2 a ; - 0 , 0 2 . 

95. 1-+-t/a s i n 2 a ;=cosa ; - i - s i na ; . 
96. c o s a ; ( l — c o s x ) = s i n a ; — 0,5 s i n 2a\ 
97. 3 sina:==4 sin/у, x-\-y=12°. 
98. c o s ( ам-30 с )— c o s ( . x - 4 5 c ) = s i n 15°. 
99. sin (aM-45°)-+-sin (a;-f-75°)=sin 92°. 

Показать, что 
100. s in60° ( 1 - t g 15° )=s in30°( l -4 - tg 15°). 
101. s ina ;=s in (36°-t-a:)—sin (36°—a;)-»-sin (72 c —x)~ sin (72°-+-a;). 
102. c o s x = s i n ( 5 4 ° - 4 - a ; ) - H s i n ( 5 4 0 - x ) — s i n (18-i-a:)-+-sin ( 1 8 ° - x). 
,„„ , _ sin 7 a , , 
103. cos 2 a - + - c o s 4 « H - c o s 6 o = — 72. 

2 sin a 
104. (1—cos 4a;)(tg 2a;-»-ctg2a;)=2(3-bcos4a:). 

105. p- 0 = . / 2 ctg « / , ( e - 6 ) , если 2 p = . 2q= c ^ ~ f i 

А. ТЗонновъ. Прямолин. тритоном. 7 
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106. I = sin |#-+-arc sin ~ j = ^ (cosp-I-Yb* — a2 s inp) , если 
ОС (I 

arc sin , — arc sin , = p. 
b b 

Вычислить 

107. ctgV'sin 0,9- 108. tgY~-* 109. (PofiEf"^ 
HQ. Р е ш и т ь треугольникъ по высоте Л = 9 , 4 5 м., рад1усу Л = 7 , 2 3 м. 

описаннаго и г = 3 , 1 6 вписаннаго круга. 
111. Если котангенсы половинъ угловъ Д - а выражены последова

тельными целыми числами, то Д—прямоугольный. 
112. Уголъ Д - а содержитъ Л = 7 2 ° 8 ' , высота и мед1ана, проведенныя 

изъ его вершины, равны ft=22,6 м. и т = 3 5 , 8 м. Р е ш и т ь Д . 
113. Р е ш и т ь Д по основашю 6 = 2 8 , 6 м., высоте Л=34,15 м. и 

разности п=7°8 '14" угловъ при основанш. 
114. Точка, лежащгя внутри треугольника, стороны котораго 

а=20, 6 = 3 5 , 0 5 и е = 18,7, соединена съ его вершинами; полу
ченные Д Д равновелики. Определить разстояше точки отъ 
вершинъ. 

115. Найти уголъ между д1агоналями прямоугольника, зная, что 
его основан1е равно стороне квадрата, вписаннаго въ кругъ, 
рад1усъ котораго равенъ высоте прямоугольника. 

116. Вертикальный шесть в ъ 0J32 саж. ВЪ полдень леселняго равно-
д е н с т я даетъ тень въ 1,1234 саж. Найти широту места. 

417. Найти площадь правильнаго 17-угольника, вписаннаго въ 
кругъ &=23,714 кв. м. 

,118. Решить треугольникъ по основашю 6 = 2 4 , 3 6 м. и тангенсамъ 
р = 0 , 4 8 и q= —1,6 прилежащихъ угловъ. 

119. Решить треугольникъ по сторонамъ а = 0 , 1 7 м. и 6 = 1 , 4 5 м. и 
котангенсу р= —2 угла между ними. 

120 Какова связь между хну, если zosx=s\ny. 
121. Решить четыреугольникъ ABCD, если £ D = 5 8 4 , 6 M . , /_ DAC— 

=72°16 ' , / £ЛС=35 С 40 '28" , Z 1>СМ=20 о 48 ' и / ВСА= 
=59°18'34". 

122. Возможенъли прямоугольный треугольникъ, стороны котораго 
на одну и ту же величину больше прямыхъ а=\ м , 6 = 2 м , 
с = 3 м. Вычислить углы этого треугольника. 

123. Къ окружностямъ рад1усовъ Д = 0 , 0 5 и г = 0 , 0 3 проведена об
щая касательная подъ угломъ въ а = 4 2 ° к ъ линш центровъ. 
Найти разстояше между лишями центровъ, если касательная 
1) внешняя и 2) внутренняя. 

124. На прямой АВ, какъ на основанш, построены три равнобед-
ренныхъ треугольника. Показать, что сумма угловъ при ихъ 
вершинахъ равна 2d, зная, что высоты ихъ равны 1/з АВ, АВ 
и 11/2 АВ. 

125. Р е ш и т ь треугольникъ по площади 5 = 1 3 7 7 7 кв. м., углу А = 
= 113° 12' 10" и разности п = 7 7 , 7 7 м. сторонъ его заключающихъ. 
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126. Р е ш и т ь треугольникъ пб •сторон* я = 1 7 , 3 8 5 м. и высотамъ А = 
= 25,4 м. и Лд=10,48 м., соответствующимъ двумъ другимъ 
сторонамъ. 

127. Р е ш и т ь треугольникъ по высотамъ й = 1 2 , 5 5 и Я = 2 0 , 0 8 и 
сумм* я = 4 2 , 4 1 9 сторонъ, на которыя о н * опущены. 

128. Ръшить треугольникъ по радиусу i ? = 4 , 9 8 описаннаго круга, 
произведен1ю двухъ сторонъ 9=44 ,68 и разности &=20°16'48* 
противолежащихъ угловъ. 

129. Р*шить треугольникъ по рад1усу # = 3 , 5 описаннаго круга, 
произведение 0 = 1 7 , 4 5 двухъ сторонъ и углу а=80°6 '25", ле
жащему прОтивъ одной изъ нихъ. 

130. Решить прямоугольный треугольникъ по площади 5 = 1 7 , 1 и 
периметру 2 р = 3 8 . 

131. На какую высоту долженъ подняться аэростатъ для того, 
чтобы широта северной точки видимаго съ него горизонта 
была а°, а южной 6°. 

132. Съ парохода, идущаго на югъ, заметили на В. два маяка. 
Черезъ часъ одинъ изъ нихъ былъ виденъ на СВ., а другой 
на ССВ. Найти скорость парохода, зная, что разстояше между 
маяками а = 9 kilom. 

133 Решить треугольникъ по рад1усу # = 2 4 описанной окружно
сти, разности 3 = 1 5 двухъ сторонъ и разности /с=8°25' про
тиволежащихъ имъ угловъ. 

134. Равнобедренная трапещя разеечена д1агональю на части въ от-
ношеши 5 къ 4. Вычислить ея стороны, зная д1агональ 3 = 2 3 
и уголъ а = 4 6 с . 

135. Решить треугольникъ ABC по сумме »S=22 м. высотъ АВ и 
НС, £А=\Ь° и Z B = 3 0 ° . 

136. Д1аметръ круга пересекается хордою подъ угломъ а = 60°43 7"; 
отрезки д1аметра равны я = 2 м. и 6 = 1 6 м. Найти части хорды. 

137. Найти углы трапещи ABCD, зная, что д1агонали . 4 0 = 3 2 0 , 
Ш ) = 3 1 6 , бокъ АВ=13& и большее основаше ^ 7 ) = 4 0 0 . 

138. Д1агонали трапещи взаимно перпендикулярны й равны Z)=56 м. 
и 3 = 4 2 м., а менышй изъ угловъ, черезъ вершины которыхъ 
проходитъ большая д1агональ, равенъ а=59 с 29 '23" . Решить 
трапещю. 

139. Вычислить стороны трапецш, если углы при основанш ея 2 = 8 0 ° 
и | i=47° l 1 '25", а д1агонали, выходящ1я изъ вершинъ этихъ 
угловъ, соответственно равны 3 = 8 0 м. и Z>= 100 м. 

( 4 0 . Решить треугольникъ по угламъ В = 8 0 ° 6 ' , С=47 с 16 '24" и вы
соте /г=84, опущенной изъ вершины 3-го угла. Определить 
биссекторы. 

141. Въ треугольнике ABC даны а = 1 9 9 м., 6 = 2 0 0 м. и с = 2 0 1 м. 
Решить треугольникъ АВО, где О центръ вписаннаго круга. 

142 Въ треугольнике ABC даны 6 = 1 0 м., .4=58° , С = 6 2 с . Р е 
шить треугольникъ АОС, где О—точка встречи мед1анъ. 

143. И з ъ окна перваго этажа, на высоте 6 ф. надъ поверхностью 
земли, высота колокольни измерена въ 56°8'; изъ окна 2-го 
этажа, находящегося надъ окномъ 1 го этажа на высоте 24 ф., 
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высота три же.колокольни.измерена: кз».'4&?2ДЦ Найти высоту 
колокольни и разстояше ея отъ дома. 

144. Наблюдатель видитъ башню на юг* подъ угломъ въ 22°. П;рой-
дя 410 ф., ее увидали на. юго-восток*. Найти высоту кбашни 
и разстояше ея отъ наблюдателя, который во-все время, сво
его движешя рид*лъ ее подъ угдомъ въ .22°. 

145. Катетъ и синусъ прилежащаго остраго угла выражаются од-
нимъ числомъ, гипотенуза а = 3 , 2 5 м. Р е ш и т ь треугольникъ. 

J46. Изъ точки окружности, рад1усъ которой Д = 8 м.*, проведены 
подъ угломъ а = 6 4 ° 8 ' хорда и Д1аметръ Разделить хорду на 
д в ъ части такъ , чтобы перпендикуляръ, проведенный черезъ 
точку дълешя на д1аметръ, делился этою точкою пополамъ. 

147. На сколько надо увеличить В=50°20 ' , чтобы при той же ве
личин* катета 4 В = 6 5 , 4 м., сторона АС увеличилась на 18 м. 

148. Въ точкахъ А и В плоскости возставлены къ ней перпенди
куляры; изъ нихъ одинъ вдвое длиннее другого; въ плоско
сти же проведена прямая АС подъ угломъ въ<х=38° къ АВ= 
= а = 2 5 м. Найти на АС точку, изъ которой перпендикуляры 
видны подъ равными углами. 

149. Найти углы треугольника, зная, что онъ вчетверо меньше опи
саннаго круга, а одна изъ сторонъ равна д1аметру этого круга. 

150. Р е ш и т ь треугольникъ ВАС, зная, что Л = 6 0 " , а стороны Ь = 

= ^ 0 , 0 5 и c=cos 2 123°46 ' . 
151. Ребра АВ и ВС пирамиды наклонены къ основанш соответ

ственно подъ углами <х и Найти углы ВАС и ВСА, зная, 
что Z АВС=-;. 

152. Въ секторъ круга, уголъ котораго 38 с 20', вписанъ квадратъ 
такъ, что 2 его вершины лежатъ на дуге . Вычислить углы, 
подъ которыми изъ центра видны стороны этого квадрата. 

153. Найти у : (a-t-2x), зная, что а-*-4х=4у и x=ycosz. 
J54. Даны д в е концетричесюя окружности, разность которыхъ а. 

Определить периметръ треугольника, основашемъ котораго 
служитъ хорда большей, касающаяся меньшей, а вершина 
лротиволежащаго угла а лежитъ въ общемъ центре. 

Р е ш и т ь уравнешя: 
155. cosa;=cos(90-»-2a;), 156. s i n 5a '=s in lx 
157. t g r t . r = c t g 6 x . 158. cos 2a ;= l - t - s in lx. 
159. t g ( c tga ; )=c tg ( tgx ) . 160. cos 2a;=cosx-+-sina; . 
161. 3 < , , i r " w , ' = 4 , 5 . 162 i / з ( 4 С 0 9 Ж — 1 0 ) = 2 C O S X . 

3C 
163. x= arc sin cosa;. 164. arc s i n x = 2 a r c sin — - . 

V 3 
165. sin (Tttgx)=cs(rAgx). 166. sina;-j-sin 2a;-j-sm 3a:-f-...==l-



о т в е т ы . 

Г Л А В А I. 

I. 57°17'44".' 2 30°, 120°, 183°20'47", 91°43'11*. 
3 Изъ подобныхъ треуг. ВНМ и ВВС пм. ЯА/ : ВН=ВС : DC, 

отк. tgx . c t g a ; = l . 4 . Д В В С слД Л В £ . 
5 Взявъ произвольной длины отръзокъ АВ, изъ J рад!усомъ равнымъ 

АВ описываемъ дугу, въ В къ АВ возставляемъ перпендикуляръ, 
на которомъ откладываемъ отръзокъ DC—^I^AB, а изъ С проводпмъ 
параллель АВ до встръчи съ дугою въ D; уголъ DAB—искомый, 

п. что ^ ^ - = 1 / г ( i ?—ocHoeaHie перпендикуляра, опущеннаго изъ В 
АВ 

на АВ). _ 
6. 0,7. 7. c o s « = 1 2 / i 3 . 8. s i n a = 1 5 / i T . 9. &\па—г1\з ^ 1 3 . 
10. c o s x = 0 , 6 . II. с о э ж = 5

/ 1 з . 12. t g x = s i5. 13 s i n . r = 0 , 6 . 
14. s i n x = 0 , 6 . 15. '/гГ'з. 16. V 2 V ' 2 ; 1. 17. 2,5V 3. 

21. c o s a = l / l ^ s i n » a ; t g a = 8 1 l " ' = . 71. 0,8; 0,6. 
f/l— sin 2 « 

72. cos60°=cos (90°—30°)=sin 30°=0,5 . 73. s i n x = 0 , 6 . 
74. s i n x = 0 и V3- 76. c o s x = 0 , 5 . 
77. igx=b или 2. 78. igx=cAga~±I\ c t g 2 a —csca. 
79. соэж=—l - t -V ' 2 . 80. s i n a : = H - l . 81. s i n x = ' 2 (V'5 — l) . 
82. s in : r=0 ,5 . 83. s i n # = 0 , 5 . 84. cos#== r t V'o,6. 
85. s i n z = 0 , 6 или—0,1. 86. cosa;=0,8 или 0,6. 87. s ina;=0,6. 
91 t g x = l , 5 . 93. igx=-\zVb. 94. t g x = 0 , 7 4 . 

95. t g a ; = 2 . 97. t g x = l . 99. c o s x = 0 , 5 (Vo—1). 
100. s ina;= 1 /2V / 2 101. s i n x = 0 , S . 105. s ina ;=0,6 . 
108. t g a : = d b V ' 2 . J09 1_cosa; = ' ( V o — 1). III. t g x = l и 1 2/з. 
IM. sin ж = »/,(— 1 - ь У 5 — АР). 115. c o s x = 1 / , V 3 и >/„ У'б. 

116. sin = Y\ • 119. sinsr=0,6. 



— 102 — 

Г Л А В А Н. 

I. sin ( — ж ) = — 0 , 6 ; tg ( — х ) = — 0,75. 2 . 0 , 8 . 3 . 0 , 5 ^ 2 1 в 
0 , 2 1 / 2 1 . 4 . sincc=0,6247. 5. —0,96. 6. —0,75. 

7- По § 19 : s i n ( a - 9 0 ) = — sin (90—а), но sin ( 9 0 - a ) = c o s a . 13. sin40°. 
14. tg 0,5л. 15. cs40°. 16. ctg 20°. 17. cs68°. 
18. — sin 0,5*. 19. tg30°20' . 20. sin 40°. 21 — ces65°. 
22. - - tg i /4« . 23. —ctg *h «. 24. —sc 18°. 25. — tg52°. 
26. sin41°20'. 27. - c s 40°. 28. tg 0,3it. 29. — sin 0 , 3 -
30. tg7° . 31. —cs80° . 32. —tg 62°. 33 . cos 30°. 
34. cos 1 / 4 3 5 . - s i n 80°. 36. —ctg 15°. 37. sc 2°. 
38. sin 26°. 39. —ctg 4°. 40 —cos 10°. 41. sin 38°. 
42.'ctg 34°. 43. —tg20° . 44. - c o s 10°. 45. —ctg 20°. 
46. c tg ' /4 jc. 47. — sin 0,2тг. 48. —cos 42°. 49. esc 34°. 
50. —ctg 5°. 51 —sin 10°. 52. — tg 20°. 53 cs 32°46'. 
54. - c t g 10°14'. 55. — cs 30°. 56. —sin 14°. 57. cs 35°20 . 
58. tg 37°. 59. cos 30°. 60. - s i n 28°, 
61 160°, 280°, —200°,... 62. А-ч- ' /и ~(—1 ) f t 

63. 150°, 390°, —210°,... 64. 222°, 402°,... 
65. 180«-f-45. 66. 2х=х-\-Ы т.-е. ж = 0 , - , . . 
67. 220°, 400°,.. 68. for-f-Л'вя. 69. 2A*=fc25°. 
70. l!a(2k-±a). 71. 300°, 420°,... 72. I 1 / * " , 2»/4it,... 
73. 200°, 380°, . . 75. 156°, 204=,... 76. tg 2 . r= tg (>/2 - — x ) , 

т.-е. 2x — 1ji ъ-x-t-k-. 77. См. зад, 76 
78 . _ 2 * ^ 1 < * ± ^ > . 7 9 . 1 3 5 o . 80. , 9 0 . 

2 ( а - н я , ) 

Г Л А В А III . 

I. 1 /«(2V'2-HV '3) _ 2. V2V8. _ 3 . —2,4. 

4. t g « = > / 3 ( 2 = t r l / l 3 ) . 5. - 7 / 2 S ; ' / 2 ( — 3 ± У 1 3 ) . 7. ± ' / з или г+г.3. 
8. s in(«-t-6 + -c )=s in( /c -bc )=s inAcscH~cosAs inc=s in (a - i -6 )csc-+-

ч - c s (a-t-b) s i n c = zk ' / a 1^6 - ' /«. 10. —2; 2 2 / i e . 
, . c t g a c t g 6 _ p l c tg 2 a—1 , a , , n 

II — - г 1 — • '3- : • 14. t g 3 a = t g ( 2 a - f -
c t g o z t c t g a 2 ctg a 

- f -a ) ; см. р а в . (5) § 33. 15. 2 2 o 3 0 ' = ' / 2 . 4 5 ° , 

слъд. но § 36, sin 2 2 ° 3 0 * = 1 / У 2 — / 2 7 j6. 60 j=30° . 2, слъд., 

можно ПРИМЕНИТЬ рав. § 35; sin 1 5 ° = 1 / 4 (У'б — V /2). 
17. См. зад 16; cos 36°=7 - i Vb-Л-Х). 18. Такъ какъ 75 = 

= 4 5 + - 3 0 ; 4 8 = 3 0 - н 1 8 ; 12=72—60, то можно воспользоваться рав. 
§ 33; sin 75°=sin 45° cs 30°-+-cos 45° sin 3 0 ° = «/4 (1-нУз).'" ' 

19. t g52 o 30 '= tg (45 o -4 -7°30 ' ) , елтзд, можно применить рав. (5) § 33 
62. Надо доказать, что х=2у (гдъ ctgx='J/I, а t g y = ' / 2 ) или что 

clgx=ctg2y. Шгъемъ c t g 2 ^ = 1 : t g 2 ^ = " ^ t ^ ^ = 3 А - 63. и / б 5 . 
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«4 . б з / 6 5 65. igx=0 или ± у Л / з . 66. t g x = ± V / ' / 3 . 
67. tgx=±0,&. 68. t g a ; = ( 2 ± V / 4 r t 3 tg2«) : 3 tg*. 

70- t g s = Q

2 S ' " a . 71. втж—УЛтгЬУ'З-Зт») 72. tgx^/iC/s—l) 

73. tgX=-~--?— . 74. s i n * = V e (—1 ±VB3). 7 5 . 0 , 7 . 
e COSa 

76. cosa := 1 A 77. cos£C=Vi6 ( 8 a - b l 4 - ^ 1 6 0 - 4 - 3 3 ) . 
78. c s « = V i 2 (1=±У73). 79. s i n z = 0 . 80^ sina;=0,6. 
81. s i n x = ± ; l кли : ± У у 2 . 82- t g x = ' / , ( — 1 ± K 5 ) . __ 
83. t g x = 1 / 4 ( t g a 4 - c t g a z t = ] / t g 2 a 4 - c t g 2 a — 14). 84. ' / is ( 7 d t K l 7 ) . 

«5. ] / . 86. tgx=V 4 ^ . 87. t g x = l и - 2 . 1—Зр ь mtg2a— 1 ь 

88. t g a = 2 — 1 / 2 . 89. t g x = v ^ S 1 i 1 ^ — . 90. =i=l. 
& ь l 4 - ^ C O S a 

91. t g x = lg <*• 92. t g . r = ( s i n a z f c ) / s i n 2 a — 4 p cs a ) : 2 cs я . 

93. t g a r = ' / 3 V / 3 . 94. t g z = V / 3 . 95. igx=Vsp (cs я-db 
d = V l 4 - 3 s i n ' a ) . 96. 4 / 9 . 97. tgx=2z±=V 3. 

98. t g J c = ( l ^ V l — a ' 4 - 6 a ) : ( а + й ) . 99. t g x = l и ^ • 

100. s i n 7 2 ж = 0 и Уз. 101. s i n у 2 ж = 0 и у 2 а й . 102. c o s i C = y i ( p i t 

ztzVs-i-p2). 103. s i n ^ V 1 / ; . 104. s i n y = l; 

s i n x = 0 , 5 . 105. csx=42 (ctgl/?az±iVI — 2 cs a ) . 
106. s i n a ; = y , и л и - 1 . 107. t g a = - ^ ! i l ! l £ . Ю8 c o s x = 0 , 6 . 

2 ь c o s p 
. . . . 2 s i n c — s i n a cs 6 
109. c t g x = . —r . 110. 1 ,. 

s ina sinb 1 

b — sin a 
111. t g a = — - — . 112. t g r B = y 8 ( c t g a = t V c t g * * - 3 ) . 

& cos a 
ИЗ. Но рав. (3) § 37 замънимъ cosaM-cosSa; на 2cos3xcos2 . r и 

возьмемъ cos Зх за скобки, тогда получимъ C O S 3 . T = 0 и 2 cos 2 x 4 -
4 - 1 = 0 ; ж = 3 0 р и 60°. 114. tga j=i ; 9 V / 3. 115. См. зад. 113. 

116. s i n a = 0 , tgx=— Vs. т 117. tg . r=' /4 . 
118. t g a = l и—y 4 . 119. s i n 2 i c = 1 / 2 ( 5 - } 13). 120. t g x = l . 
J2I. s i n x = l . 122. tgx=3V"3. 123. tgx= ' ' ^ H L ^ . 

to c o s a - b 
124. cosa ;= l или —0,5. 

Г Л А В A IV. 
I. 9,73337. 2. 9,60931. 3 . 9,84949. 4. 9,95211. 
5. 9,85324. 6. 9,86970. 7. 9,49745. 8. 9,33276. 
9 . 9,78744. 10. 9,88639. II. 9,97229. 12. 9,99374. 
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13. 9,80424.. 
17. 9 ,99292. 
24. 0,33287. 

9,561397 
9,56802. 
- 9 , 9 7 8 9 7 . 
9,90728. 
0,38742. 
8,18648. 
48°29'20" 
3°43'29". 
64°50*. 
25°14'40". 
35°54'48". 
64°42'54". 
83°48'55". " 
24° 16 '35". 
7°36'. 
10°15'27". 
—0,6-4636. 
1,1224. 
0,94987, 
9,8546. 
45,66. 
0,57987. 
0,37527. 
53°40'23". 
74°44'42". 
78 э27'46". 
156°42'8". 

28. 
35. 
39. 
46. 
50 
55. 
6 3 . 
67. 
74. 
78. 
82. 
88. 
92. 
96. 
102. 
106. 
110. 
114. 
122. 
128. 
132. 
136. 
140. 
144. 
148. 
152. 
156. 
160. 
164. 
168. 
172. 
176. 
180. 
184. 
188. 
192. 
197. 
201 
205. 

15°44'35". 
127°16'18". 
6 С44'13". 
111 с23 43 . 
36 с52'12". 
4 Г 1 Г 9 " . 
53 с7,48". 
30° и 60°. 
5 С59Т6". 
55°36'38". 
93°1'18" и 

14. —9,80539*) 
21. 0,19325. 
25. 9,96328. 
29. 0,00015. 
36. 9,76026. 
40. 9,99784. 
47. 9,54168. 
51. 9,99983. 

8,10390. 
72°43'45". 
54°2б". 
25°50'. 
54°59'40". 
71°16'30". 
45°24'30". 
5°16'21". 
30°40'43". 
53°9'. 
8Г45'20"-

- 0 , 1 6 9 7 3 . 
3,5073. 
24,1527. 
11,707. 
19,428. 
0,995. . 

16°47'53". 
18 с26'6". 
78°ЗГ57". 
99°37'36". 
142°16'. 

161. 57°547". 
165. 39°10'13".' 
169. 15С°45'22" 
173. 63°56'22". 

104°48'19". 
36°52'12". 
14°13'6". 
5Г9'48". 

193. 5Г49'38*. 
198. 49°36'22". 
202. 24°20'36'. 

23°32'36". 

57. 
64. 
68. 
75. 
79. 
83. 
89. 
93. 
97. 
103. 
107. 
III. 
118. 
125 
129. 
133. 
137. 
141. 
145. 
149. 
153. 
157. 

177. 
181. 
185. 
189. 

208. 23°11'55 

211. 
cos (6—а) 
cos о cosЪ 

209. 

212. 

15. —9,33276. 16 
22. 9,90325. 23. 
26 0,46367. 27. 
33. 9,97214. 34. 
37. 9.81619. 38. 

0,73370. 45. 
- 9,46620. 49. 
8,29793. 54. 
8,28149. 62. 
25°12'34". 66. 
49° 18'15". 70. 

76, 34°13'. 77. 
80. 45°2 15 . 81. 

28°59'. 87. 
75°28'36". 91. 
84°49'54". 95. 
37°35'2". 99. 
47°25'10". 105. 

108. 64°42'18". 109. 
112. - 0 , 9 5 2 2 5 . 113. 
119. 0,34306. 120, 
126. 8,436. 127. 

58 908. 131. 
11,7486. 135. 
9,3964. 139. 
68 с26'19". 143. 
23 с14'58". 147. 
32°14'15". 151. 
207°23'14". 155, 
126°34'9". 159 
31°14'8". 163. 
64 с 56'. 167. 
2°35'54". 171. 
20°24'24". 175. 
109 с44'. 179 
4 5 е . 183. 
74°27'28". 187. 
49 С 8;ЗГ7 '39" . 191. 
52°23'59". 
54°44'8". 
14 с38'18". 

206. 2/=16 Q 43'54" 
sin (a-T-b) 

41. 
48. 
53. 
61. 
65. 
69. 

86 
90. 
94. 
98 
104 

130 
134. 
138. 
142. 
146. 
150. 
154. 
158. 
162. 
166. 
170. 
174. 
178. 
182. 
186. 
190. 
194. 
199. 
203. 

9,85843. 
3,67,448. 
- 0 , 4 7 5 3 8 . 
9 ,89209 / 
9,33276. 
0,07322. 
9,82702. 
8,32541. 
2540'. . 
30°48'40\ 
10°54'58". 
38°45'27". 
77°34'2". 
79°46'. 

2Г6'27". 
54°30". 
63°22'50". 
6°12'38". 
65°54'20". 
— 0,93808. 
0,91743. 
4,8427. 
61,288. 
1,2656. 
0,8861, 
42°27'30". 
60 с56'26". 
Невозможна. 
146 с6'. 
0;78'27'48". 
85°58'17". 
9°2'46". 
794137" . 
208°5'44". 
х = 4 0 12'31", 
135 е . 
45°. 

45°. 

cosa cosb 
sin (b—a) 
s ina sinb 

210. 

213. 

196. 54°11'59". 
200. 38°10'22". 
204. 19°7'47". 
207. 26 c26'18". 

V2 s i n ( 4 5 - 6 ) 
cosb 

sin ( а ч - 6 ) 
csasinft 

*J Знакъ (—) при логарием* показываетъ, что фувкшя имеетъ отрицатсльвое 
аначен1е. 
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Т ЬУ 2 sin ( , - 4 5 ) V W S H - O ) _ S . N 2 = 

cosx sin a 
=2cos 2 (45H- ' /2a) . 217. —2sin 2 a . 218. 2 t g a s i n 2 7 2 a . 

219 2 cos2(4 5—V,o). 220. 2 sin 15ч-1/ ,а) cos (15—»/га). 
221. 4 sin (30—V,a) sin (ЗО-И/га). 222. sc 2 a cos 2a или 2 -tga ctg 2A. 

223. / 2 sin (45-+-Ж). 224. 2 sin ( 4 5 ч - cos(45 - . 

225. 2 sin y 2 a sin 7,a- 226. V2 cos (45—a). 227. 2 cos 2 «/га, 
228. l - t - e s a = 2 cs 2 7 2а> слъд., l 4 - c sa - i - s i na=2cos 1 1 / i a- t y~ 

4 - 2 sin 42a cs y 2 a = 2 cos ' /га (cs 7'2*-i-sin a > па зад. 2 0 3 , = 

= 2 ^ 2 cs V 2 « c s ( 4 5 - 1 / г а ) . 229. 2 / 2 sin ' / , « cos (45—V,o). 

oon о ooi ^ 2 sin (45 — x) , , 
230. —cos 2a 231. гдъ t g a ; = 

cosa; ' 6 

11; a s i n t e - f - ? ) . , b = 1 V2 c ° s « • 232. c ( ; s ?

 Y- , гдъ tg? = . 
233. - C 0 S , гдЬ tg? = I . 234. cos6 cos (2ач-6) . 

cos? а 7 

235. s in 2 asc 2 ?, гдъ tg?=sin ,3 : sina. 236. cos 2 1 / 2 aV / 2 tga. 
237. гУ'а cos (45—у), гдъ tg?y=V /cos 2 a;, tgx=Y * : . 

238. a csa\ гдъ tga;= * . 239. vV: cs'x, гдъ tg'a;= 

240. a csa;, гдъ tgx= \:osA. 241. p csa sea;, гдъ t g a ; = ' a . 

242. Взявъ при a 2-t-& 2 множителя sin 2 ' /гш-ьсоэ 2 7 г » 1 (т.-е. 1) прнво-

димъ къ зад. 214; (a—b) cs ' / 2 ш S C . T , гдъ tga; = tg ' /гт. 

_ „ sin (а-+-х) . . 2 о л л , / а V 2 sin (45—a;) 
243. - — - — : — , гдъ tga; = F ^ — . 2 4 4 . 1 / rzrz , гдъ 

s i n a sina; & 5sina I / cosa; ' 

besm . . . / a V2 sin (45—a?) 
1 ё Ж = ^ Г - 245. cos 1/ ê s"x ' r ^ b 

igx=~tg2A. 246. 6 s in / l ctga;, гдъ sina;= b

acosA. 

247. 0 ^ 2 cos (a—45), гдъ s i n a ; = h

a cos A. 

248. 2V 7tga cos (45—7,0). 249. ^ s i n a s i n 2 a , гдъ c o s x = V q : p s i n a . 
250. 5^2 sin 40°: cos'a:, гдъ tg 2a;=0 >2V'l,5. 

251. Va: cosa;cosy, гдъ t g 2 a ; = | , a ig2y= h

a cosx. 

252. c s c a V / c o s 2 « . 253. 2 cos 2?, гдъ s in 2 ?=0 ,5 cos 2a. 
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254 3 sc2x, гд-Ь 3 tg 2 a ;=4 tg 2 a . 255. 2 sc 2 x, гдъ 2 t g 5 a ; = 3 s in 2 a. 
256. 6 s i n 2 1 / 2 « , если c s a ; = 2 / 3 s in 2 a. 257. 2 cs2<p : cs 2 ? , если 2tg 2 <p=3sin 2 a. 
260. 54°14'41". 261. Невозможна. 262. 6°15'27". 263 57°57'32". 
264. Невозможна. 265. 31°45'9". 266. 28*2'22". 267. 48°51'16". 
.268. 84°18'15". 269. 16°50'15". 

Г Л А В А V. 

Прямоугольный треугольникъ. 

I. Л=69 с 20 '44" . 2 . 27 c8'50. 3. 16°15'36". 
4. 6=170 ,32 . 5. 6=20,438 . 6. 6=33 ,425 . 
7 . 26,172; 49,507. 9. c = 2 3 , 7 9 5 . II. 3,425", 4,4238. 
12. £=36°52 '10" . 13. 13°44'36". 14. 59 c27 9". 
15. 22°37'12". 16. <' 2 tftgfi=340,788. \7. sinx=2p : c; x= 

= 3l c 54 '51" . 18. 57.49; 36,308, 19 B=22 c 37 '12" . 
20. 10,531. 21. sin 2.«=0,96: х = 3 3 ; 1 3 ' 5 0 \ 
2 2 . Катеты 2R ess и 2R sina. 2 3 . 69°53'3". ' 2 4 . 73 c3'32". 

25. 27? s i n 9 " - . 2 6 . 50,5. 2 7 . 32C31'1S". 

29. 23 c49'34". 3 0 . 56°7'56". 3 2 . i / 3 J :f t 3 ctg 2 a=8377,i) . 
3 3 . s i n x = 3 / 7 ; -,o'45'10". 3 4 . 1 6(6-+-2>-); 40°14'56\ 
35. 43 c39'8". 36. 63 c44". 3 7 . 2 /.' sin ' ;

2 a. 
38. 2r sin 20°=3,42. 3 9 . 57 c7'25". 4 0 . 70'31'19". 
41 . 2r s ina. 4 2 . 2R sin - 1* 0. 4 3 . 99,165. 
4 5 . Кат.=?« sin (45— 'Д-а). 4 6 « cs« : cs 1/-'*; a s in« : cs (45—V 2«)-
4 7 . 2a sina; a cosa; igx = l!.J ctg а; х = 2д°4\'58". 

4 8 A2sin (45-f-«): sin2a. 49. »/« ('/V.-r2:*;—aVif2— a2), гд-fesin *' = ." . 
5 0 . t g ' ; 2 . t = 51. 31 c25'4". 5 2 . 30'30'37*. 

5 3 . c o s = " . 5 4 . 11°25'16". 5 5 . ' / i 6 ' c tg ' / , «=513 .09 . 
5 6 . h- : 2 sin 2a=364,94. 5 7 . 5,5005; 52,0537; o c a =x; 

1 ..,.>;2 t g 4 6 r l b = 1 4 0 , b . 5 8 . Осн .=2Г ,Sotga=23,199. 
5 9 . 6 tg (45 —«/'i«)=3,9G86. 6 3 . h : 2 sin 2« = 14,699. 
61 . V ,a 2 sin «=125 ,497 . 6 2 . 8,499; Vi ^ c t g ' / 2 a . 

6 3 . 29 51 46". 6 4 . 2; 6,09; 25,44. 6 5 . ? l _ 5 - ^ . - ± _ l . 
2cosw/ c o s h 

6 6 . я : cs3=6,7717; я t g ^ : s in«=10,888; fl'-'tg3sin ( а - н З ) : 2 sina cos3 = 
= 35.448. 6 7 . /i 2sin ( » n - n ) : 2 sinra s i n n = 2 7 2 4 , 9 4 . 

68 5 l c 49 38". Въ уравнеши выразить вев стороны чрезъ одну и триг. 
функцш остраго угла: пшот. А , катеты б и с ; но условно а : 6 = 6 : е , 
откуда 6 2 = я с , но с = я . cos В, 6 = a s i n B , с л ъ д , a 2 s i n 2 B = a J c o s B . 

69. 53°7'43"; см. зад. 68. 70. h: sina; Л:соэ«; 2ft:sin2a. 

71. cosx=H:2h. 72. tgx=j/~" ь ; '/г (a-+-b)Vab; л '=32 с 48'7". 
73. я cos 2 a=4 ,3769 : a s in 2 a=42 ,122 . 74. tgx=*; t g y = | ; 

t g e = A (АЧ-Ь): (Л 2 —яб); ж=63°26'6", у = 5 7 ° 5 9 ' 4 0 ' , г = 5 8 ° 3 4 ' 1 3 \ 
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75. s=f t 2 s in (Ач-В) : 2 s i n i sinB, 76. 2 r a 2 csa cs 2 у «. 
77. t g a :=2 . 78. VSs ina . 79. 2a 2 sina s in 2 y 2 * . 
80. j / ~ | s i n a t ga . 81. s i n x = | ; ж=38°52'48". 
82. ] Л ( i 2 — a 2 ) t g a = 1 8 2 0 . 83. - ' / з - ( Д 3 - г 3 ) t g a . 
84. s i n , / 2 £ c = ( 2 2 - r ) : ( Д ч - r ) ; ж=10 с 23'20*. 

T . sV2 cosa .sl /2 s ina 
85. Катеты „ - т — т т , . и „ - ^ — - ; 17. 

2sin(45-+-a) 2s in (454-a ) 
86. Г и п . = в : 2 c o s 2 1 / 2 a = 1 3 . 87. 80 e27'33"; 27°4". 
88. S : c o s 2 , / 2 a ; S tg У 2 а : cosa; \m\.=8 : 2 csa cs 2 y 2 a . 
89. Гип—d : s in 2 (45—y 2 a)=137 . 90. Тип.=с/ V/2 : 2 sin (a — 45)=20O. 
91. 57 c13'15"; smx-msx=0 : a. 92. 35°38'16"; 156. 
93 . smx=(p2-d2) : p*; ж = 6 1 ° П 7 " . 
94. -(P : 8 s in 2 (45—'/ 2 a)=472,866. 95. 4Г6Ч4"; s = 1320. 
97. 12,002; 16,007. 98. 53 r7'48". 100. 4 r 2 : sina. 

101. 0,00044. 102. 2.S sin 2 45°[ 1— I 1=5,0705. 

103. Б о к ъ = р : 4cs 2 (45—V4«)=6,187. 104. 5,9423. 
105. 2,58 и 397,43. 106. 30,67. 107. a tga; я sin? : csa сз (ан-З) . 
108. a sin (m—u) : csw cs / i=2,0285. 109. Плечо=4,507. 
110. > ' ; i - r , s in 2 1 / 2 m = 8821,8. III. ~r2cs2a=2,5276. 

/ 2a 
112. 71°47'24". 113. bV2 cs» : 2 sin (?4-45) , гдъ t g ? = у — = - s - . 

a 6 sin 2a 
114. i / ,a csff ctgrt=7,6457. 115. Кат.=я»?; 46°23'50". 
116. 2 / 3 - s V 2 s t g a . ' 118. 2a s i n 2 ( 4 5 - 1 , » : cs y a « = 7 , 0 9 3 2 . 
119. Дангь катетъ (6000) и прилежании уголъ (2'33') . 

120. t g . r = c t g ? / = f ; . т=27 с 39 58". 121. 2r : sina. 

122. t g « = y r ^ ~ - . 123. t g y 2 z = c t g - / 2 2 / = j / " ; ; . 
124. csx=( l -S - l / lH-8f t i ) '• 4 / l" 2- 1 2 5 « s i n (*ч-3) : csa cs,3. 
126. t g a ; = i y , ; t g /y=5 ; t g 2 = i y 2 i 127. й : sina; c t g . r = " —ctga. 

128. sin 2/ = ^ ; / i :s inrt ; / ictga + ] / « J - / j 2 . 129. t g x = 2 a 6 : ( 6 2 - f l 2 ) . 

130. cos ' / 2 x=(b-\- Yb24-8a2) : 4a. 135. ,т=уголъ мод!аны съ осно-
sn(A-C) . ^ 

вантемъ; c t g . r = 2sn^i7"srTS ' " — ^ Г Л Ы 0 С Н 0 В - ' 

tg У ? ( 4 - C ) = c t g у 2 ( a - 3 ) tg 2 у э (а ч-?). 
Къ § 64. 7. Перемножить рав. (I) § 62. 

8. sin ^ = s i n (Вч-С) , а sin Вч - s in С выразить по рав, (1) § 37; 
применить форм. 1 § 35; взять общимъ множителемъ 2 sin '/'г ( В ч -
ч-С) и применить рав. 3 § 37, а sin ' / 2 (Вч-С) по примеч. § 7 
равенъ cs у 2 А. 
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9. cos .4=—cos (Вч-С) , применить рав. (2) § 35, a cos Вч-cos С выра
зить по рав. 3 § 38, заменить sin 2 V2(B4-C) чрезъ 1—cos2 ( В ч - С ) ; 
взять за скобки 2 cos V 2 ( В ч - С ) , равное 2 sin V 2 А по примеч. § 7. 

10. Выразить cs А и др чрезъ sin '/г А и др. по рав. 3 § 36 и вос
пользоваться задачей 9. 

11. Такъ какъ Л ч - В ч - С = 1 8 0 ° , то tg A—— tg ( В ч - С ) ; применить 
рав. 5 § 33 и взять t g B - t - t g C за скобки; въ полученное выраже-
лте входятъ множители tg В , tg С и третШ равный—tg (Вч-С) или 
t g А. 

12. Въ задач* 11 выразить tg А чрезъ ctg 1 и др. 
13. Но § 23 sin 2А=—sin (2Вч-2С); решеше сходно съ решешемъ зад. 8. 
И. Сравни зад 13. 15. Сравни зад. 8. 
16. Такъ какъ Ч1А=90-1/.1 ( В ч - С ) , то ctg 'Д A=tg V 2 ( В ч - С ; ; 

применить рав. § 33 и затемъ выразить тангенсы чрезъ котан
генсы; решеше сходно съ решен1емъ зад 11. 

Косоугольный треугольникъ. 
I. 37°2.3'19"; 104°22'. 2. 116°46'24", 3. В=65°23'24". 
4. 32°5'22"; 104°3'. 5. 60°54'20"; 32°33'48". 
6. 6=53 ,555 . 7. 6=0 ,8105 . 8, 6=4 ,4014 . 
9. В=53°6£ '7" или 126°34'53". 10. В = 7 0 ° 1 2 ' или 109°48'. 
II. 19°28'ГГ. 12. В = 4 Г 1 6 ' 5 6 " . 13. 6 = 3,5462. 
14. В=28°52 '5" . 16 90°11'38"; 58°3'8". 18. 6=105 ,656 . 
J9 с=8 ,4282 . 20. Невозможна. 21. 114°2Г47" и 23.984. 
22 Невозможна. 23. 23°46"; 16°12'54". 
24. Л=11°48'9". 25. ^ = 7 0 с 3 3 < 2 0 " и л и 109°26'40". 
26. С=98°17'32". 27. 77°50'24". 28. 56°39'23". 
31. о = 2 8 , 9 ; В=56°8'42". 32. 70°24'44"; а = 8 9 , 5 1 4 . 
33 . с = 2 8 , 2 5 7 5 . 34. с=5 ,2426. 35. с = 4 1 , 7 1 ; а = 3 6 , 0 1 2 . 

37. tg V, А= j = f ctg V, В; 4=25°30 '52" . 

38 tg»/2 В = - £ ! tg V, А; В = 3 0 4 ' 1 4 " . 

39. 0 = 5 , 3 9 8 . 40. с = 4 2 , 1 7 1 . 41 6=7 ,0508 . 

42. c s B = | ; ; В=32°32'22"; c =

f l 2 ~ 6 ' _ 

4 3 c s В = J£L • В=39°28'18". 44. AD= ^ 1 ^ ± Й . 
" snot 

45. Уголъ п р и основ —у; smy=h : 2 s s i n 2 I / 2 X , где cosx—h : s s i n a ; 
« /=36 44 11". 46. с=35°18'52"; sin C = 2 s : ab. 

47. e=14 ,9927; C=98 c 5 '4" . 48. c=12 ,9864 . 
2a 2 sna sn,9 
sn (аЧ- ,3) ' 

52. M. выс.=<9 sin (ач-ж), где s i n : z = d s i n a : 2a. 

49. a 6 s i n a , a sina, 6 sin a. 50. " , "ч • 51. 7 , Dd sina; 77°59" 

53. ( « 4 - 6 ) sc? sin 7 , а и ^ ( ач -6 ) sc? s i n ' ^ a , где t g ? = -̂ -f- ctg »/г а . 

54. 15, 13 и 14. 1-й способъ Но § 58 : - ^ = - ^ т ; = - ^ = а п о с в о й -
s snA s n B s n C 
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ству равныхъ отношенШ, каждая изъ этихъ дробей равна 
а ч - 6 ч - с ( а ч - б ч - d ) sn А 

Л • в • „—ri > с-лъд-» а = —j =А У.; замъняя здъсь 
sn л ч - s n В ч - s n С snA-t- s n B 4 - s n O 
знаменателя на осн. задачи 8 § 64, a sn А на осн. § 35, нолу-

р sn !/2 А . „ , „ „ 
чимъ а = , р — — ^ , гдъ 2 р = а ч - 6 ч - с . 2-й способъ. Данъ 

CS / j в CS /2 о 
Д А В С ; продолживъ въ противоположи, направл. сторону АС, 
отложимъ AD=AB и СМ=ВС и соединимъ В и М съ В. Ио-
лучитси Д DBM, въ которомъ извъсгна сторона В Л / = а ч - 6 ч - с 
и углы В = 7 2 -4 и М=У2 С; ръшивъ его, найдемъ В В = 

( а ч - 6 ч - с ) sin ]/а С . . 
= - — ; — - — 7 - j — = - — , а изъ равнебедр. Д Л В В имъемъ л В = 

sin 7 2 (-4ч-С) 

55. 46,63; 67,27. 56. См. 67 (9); а = 15,305. 
57. ( ^ ) s n , ( а Ч - - 6 ) 5 п З = 

sn ( а Ч - 3 ) sn ( а Ч - 3 ) 
58. a s n V s B s n V 2 C : sin 1/2 (Вч-С) . 59. Изъ ур. (1) и (2) § 67 

имъемъ: 6с = ^А\_ н о а 2 = = & 2 _ | _ С 2 — 2 6 с cs А или аГ=№-Л-с2— 
sr\A 

— 2ahaigA; зная 6с и 6 2 ч - с 2 , найдемъ (6ч-с ) 2 и (b—c)2, 
а слъд б ч - с и 6 - е . 60. 78°18'11"; 36°31'38"; 65°10'П". 

61 6=8 ,81224; В=9°54'52". 62. Д ABC; СЕ=к. Продолживъ 
СЕ на ED=CE я соедппивъ В съ Л и В, получимъ параллело-
граммъ ABCD; изъ Д J .CB по тремъ сторонамъ а, 6 и 2Л опре-
дълимъ углы .4СВ и ЛВС, сумма которыхъ =/_АСВ; t g 1 / 2 4 С В = 

64. 56,088; 618,316; да sin («ч-г/), гд-в s i n y = ^1^1 ; 

9 sin (ач-г/) : sina. 65. 25°31"; 38,793. 

66. Третья сторона а= f sina; углы опред. такъ: j;=sn-(,c

h = sn 3. 

6с 
слъд., -= = sn 3 sin Y , по по рав. (4) § 37 2 sn 3 sn 7 = 

Л* 
2 H I 

= c s V2 ( T - P ) - c s 7» (ТЧ -Р) . слъд., ^ = C S 7 2 ( T - 3 ) -

—cs 72 (гч-3), откуда cs 72 (Y—3) = — cs 7' 2 (7Ч-З) = 

= sn 72 a, такимъ образ, опред. у — 3 , а у ч - 3 = 1 8 0 — я -
К1 

67. Изъ рав. (10) § 67 найдемъ: cs у , А : sn 7> C = a sn "? В : г, но 
cs 72 ^ = s n 7 2 (-Вч-С); изъ этихъ равенствъ найдемъ: ctg 7 2 С = 

= f - c t g 7 . в -
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€8. хч-у=а\ xy=—2aV\4-t2 : t; х=28, у=\5, г = 4 1 . 
69 - ( а 2 -+-6 2 —2аЬ cosa) : 4 s in 2 a . 70. a : 2 sin (Вч-С). 
71. § 67 (1); 323,99; 255,99; 366,25. 72. Б о к ъ = 1 1,642 (§ 65, 4-й). 

73. Я : sn («-+-3) и А : sn (а-|-3) гдЬ s n a = " и sn ,3 = * . 

74. ^-^V1-^^ =9 ,516 . 75. 64,93 и 86,92. 76. 100. 
sn (а-Ь-З) 

77. 37,393. 78. 463,98. 80 - S " (, . 
sn (Э — зе) 

81. Ъ sn (45-ь-Л) : sn Л = 54,779; Ь sn (45-ьЛ) : cs 4 = 3 2 , 0 5 9 . 
82. x=b sn 3 : sn (З-н 1 /* «); 2 /=* sn 3 : sn (3—y s a). 
83. 83°40'44"; 6Г5Г37" . 84. 94 c52'50". 
85. Такт, какъ Д Д подобны, если ихъ соотввтетв. стороны пропор

циональны, то ищемъ углы Д - а со сторонами въ 15 м., 14 м. и 
13 м • 59°29'23" 

86. См. зад." 82; я = 1 2 0 , 6 = 1 0 4 , 4=112°37 '11" . 
87. Такт какъ у подобныхъ Д-овъ соотв высоты пропорцюнальны, 

ю ищемъ углы того Д - а (ггодобнаго данному), высоты котораго 
равны 3 м., 4 м. и 6 м ; пусть его стороны х, у п z тогда 
З .г=4г /=6г , откуда \ = \ = * , слт>д. стороны его проноргцональны 

числамъ 4, 3 и 2 (см. зад. 85); 104 28 39". 
88. Стороны Д - а пропорциональны числамъ 14, 15 н 21; tg'j2X—[ 1,1. 
89. Изъ конца менынаго основашя провести параллель боку. 
91. ~(Ьч~2а) (Ь-а)ЧпЫ sn 2 D : 3 зп 2 ( ,4ч-7))=7569,03. 

92. Такъ какъ уголъ между высотою и биссокторомъ его есть ноiyраз

ность двухъ другихъ угловъ Д - а 3 и •-, то cs ' / 2 (?~', ') = *• Иначе: 
острый уголъ бнесекгора съ осн .=х , отр-Ьзки осиован1я у п г; 
выразивши площадь всего Д - а чрезъ у 2 (уч-z) h и чрезъ b, х и 

I по рав. (2) § 64, найдемъ, что уч-z^bVi : (Л 2 —6 2 sn 2 

I 2 

93. Друпе углы х и у; snx : s n y = l 1 / 2 , но ж = 1 8 0 —a—у, е.твд.. 
s n ; r = s n (лч-у), откуда. tg?/=sina : (1,5—csa). 

94. Б о л ь ш а я = 2 Е sin V 2 a : | / \ч-к- - 2к s i n 1 , , а. 
95. rc2tg 1-2 (ом-З) cs 2 1 / 2 (a—3) . 96. a sin a sin 3 : sin (a-t-3) cs V2 ( * - ? ) -
97. (i?-f-a)cs«-t-V'j? 2—(7?-+-a) 2sn 2a, 98. s i n a ^ ' / e (K22—2). 
inn (ач-Ь)Чп^!г *ч-(а—by cs 2 y 2 a 

2 ( a - H - 6 ) - 4 6 c s 2 y 2 a 
( 6 — a ) 2 c s 2 ' / 2 a-f-(6- i-a) 2 s c 2 ' / 2 а 

1 0 1 2(6—a)—46 sn 2 У, a 
102. Катеты 2a c s 2 1 / 2 a и a c s a c t g 1 / ^ . 
103. ctg С = 2-_Ы/3; C=15° . 
104. Р а д . = а 6 с : У(ач-Ьч-У2с)(ач-Ь-У2с)(я—6-+-Угс)(6-+-Угс—a). 
105 76°16'4"; 8°1'55". 106. 35°4Г4"; 24,37. 
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107. Углы при болынемъ осн. 109°49'30" и 53°52'30". 
108. 68°54'; 63°56'53". 109. r = a s i n ' / 2 Bsin>/2 C : s n y 2 (В -нС)=12 ,923 . 
110. ff=Vadsin'A (а-п-3) csyi (a - i -3) . III. VWng',^ a : s ina. 

112. 4 i ¥ = ) / a t ^ . 

sin 2 A 

113. ж—ут. между Си Б : t g 1 / , ж = I/ - ) т — = - — ~ - ^ — ; — . 

1 1 ' 6 2 ' (c-f-d-H 6—а) (с—д-t-b—а) 
... „ п . а-\-Ь\/~ (р—а)(р—~Ь) 
114. ж—уголъ с съ опссекторомъ С; sin.r= — - — у . 115. Стороны, заключающая данный уголъ, = Уз I т dtz у т1— ."--). 

\ ътА) 
116. 207,62. 117. 97,979; 206,234. 118. Отъ А до В 6,34 в. 
119. Иск. pacT=actg.r гдтз о; опред. изъ ур. я=—b cs (а~н2.г) или 

а=— b cos ( а — 2 х ) . 120. См. зад 119 
121. r=(p—a) tg у 2 .4, отсюда найдемъ я, ствд., найдемъ 6-не, а 

&с изъ ур. рг=Чъ be sin А. 
122. На осн. рав. (10) § 67 найдемъ, что s = y , r (snB-HsnC) : 

: sn у 2 A sn '/2 Bsn ЧГ С, а на осн. задачи 9 § 64 получимъ : 
cs Уа (B-HC)=ssin ' / 2 А : (я—2г ctg Л); отсюда онред'влнмъ 
В—С, а В - н С = I S O - а . 

123. 7.—уголъ при вершии-в; sin ,/ 2а= ,. ,2?н; у—осн.; y—2r sina. 
124. ] / г (4т2—a*) tg ','2 /1. 
125. 7,155; получается параллелограммъ съ угломъ въ 45" и диаго

налью равною высотв. 126. А=62С5Ь'. 
127. АВ=1 ,414 ; .т=45°. 128. 1034; 36с52'12". 
129. Свести на 48 зад.: «-=30.541; Б==78с27'13". 
130. В Я = 3 2 , 3 8 4 , Я£= 183,66. 131. .4=101°32'12", B=49C5S'3S". 
133. a c s y , a : sin (45 t- : i , х). 134. Jt2sin 72е

 (1-н2 sin 18°,. 

Г Л А В А VII. 
2. Выраженш высоты чрезъ отрЬзкн разделить одно на другое. 
3. См. зад. 2. 4 См. зад. 3. 
5. 53 с8'22 и 2 6 5 1 4 b ' пли 36°52'П" и 43;7'47". 
6. ЗС°52'12. 9. su\x=?-3/*:,. 13. t>3"3$'30", 
14. 70 с32'34". 15. М. в. = 16,43. 16. 71,13. 
17. Подставить sin я п cos я въ рав. 1 § 8. 
19. Перемноживъ уравнешя, найти C O S . T ; см. зад. 17. « 
20. 28°4'21' 2i. 1320. 
22. 64r5G'3o" и 50°6"54. 23. 9 см. 
24. О—ц. кр. виис. въ тр. ABC; ОМ=х, ON—у, OK=z нериендик. 

на ВС, АС, СВ. Треуг. BOM, NOC, КОВ даютъ x=R cs А, 
y—R cs В, s=R cs С, сложить и принять во внпмаше зад. 9 § 61 
и рав. 5 § 67. 

26. ж = 1 , 5 . 
27. Представ, въ ВИДЕ arc tg (ж-н1_)=агс tg (х—1)-н2 arc tg (х—1), 

применить рав. 6 § 33; х—V2. 
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29. 105,71. 30. ж = 9 0 . 31. — 1 . 
32. 134°45'37" и 106°15'37". 33. 123°51'18" и 56°8'42". 
34. 40°, 60°, 80° и 23, 63. 37. 364. 
38. 1,0016. 39. 17°45'. 
40. a = A s i n B , a=2Rs'mA; R=564e. 
42. 23°5Г55"= полуразность высотъ солнца. 

43. na 2 s in ^f-»-^J :4sinf s i n 4 5 . яд> sin a sin ft : 12sin ( a - н б ) . 

46. " > Д 3 s in 1 'Л a. 47. 2 yrJjj^JEL . 
48. 1/зтг(Дз_гз) t g a i 49. 

50. V2 Т 2 - ь 2 Tt-t-P—2 T (Тч-t) co sa=4550 ,9 . 
51. 9380,2. 
53 . Уголъ между высотою и биссекторомъ равенъ полуразности; оты

скать биссекторъ. 
54. Изъ sin A—sin B = s i n В—sin С им. 2 sin B = s i n 4-+-sin С или 

4 s i n 1 / J B = c o s i / 2 B s i n 1 / 2 (Ач-С) cos У2 (А—С) или 2 s i n ! / 2 B = 
= c o s i / 2 (А—С) или 2cos J /2 (Ач C ) = c o s V 2 (А—С); по рав. 3 
и 4 § 29 им. c t g V 2 A ctg 1/2 6=3; прим-внить зад. 16 § 64. 

—j. А . ТУ х R _ s in-(Вч-С) 2 s i n 4 

bi>. т - ctg й-ь-ctg ь - s . n B s j n c - c o g { S _ 0 ) _ C 0 S (B^cf- — 
= 775—77т ; , но (5-t-e) : a = c o s 1/, (В—C) : sin V 2 4 : 

cos ( B — C ) 4 - c o s 4 ' 2 4 r 

изъ этихъ уравненш В—С. 56. См. зад. 55; 42°30'44"; 88°3'27". 
57. 38,38. 58. ah1=bh2=chs=2S. 
61. 90°. 63. s ina ;=0; cossc=V4 (V\l— 1). 
63а. Невозможно. 64. cosa ;=0. s i n 2 i c = l , 
65. s ina ;=0 , cosa:=0,5. 66. c o s x = 0 , cos З ж = 1 / 2 ab. 
67. s i n ; r = 0 , sin Ъх~_—Я1 ab. 68. t g # = V 2 (a ± К а 2 ч - 4 ) . 
1, a 1 / 6 2 — a 2 _„ . , a—b 71. s in ic=0 или I/ -гтг—т- • 72. tga; = 1 или т . 

б 2—1 & ач-b 

73. t g . c = — 1 или sin (45—х) = а 1/2 
2Ь ' 

74. cosa ;=0; cos (n—l) х=0,5. 75. c o s x = — 1 и 0,25. 
76. 23°34'5". 77. Найти sin (хч-у) и sin (х—у). 
85. c s x = 0 , — i / 2 s i n x = 1 / 2 , а ж=у 2 дат , 2пг=Ь 2/ 3тг, 2 г г - ч - 1 / б - , (2ПЧ-

- + - l ) r — 1 / , ; - , 88._sina ;=0,6 и V , 1^2. 95. sin:r=T и 0. 
96. c o s x = l или 
111. ж, ж н - 2 ; c t g V 2 ^ = t g i / 2 ( В ч - С ) ; ж = 1 . 
112. Высота B D , метана DM, Z DBC=p; 2MD=BD[tgp— 

- t g ( B - p ) ] . 
ИЗ. См. зад. 55. 115. 70°31'46". 122. 36°52'12". 
124. Найдя тангенсы угловъ, найти тангеисъ ихъ суммы. 
125 138,57; 299,3; 4Г37 'П". 127. 16,315 и 26,104. 



— 113 — 

129. Изъ ab=2Rh найдемъ h; выразивъ а и Ъ чрезъ Л, А и В, 
найдемъ А и В. 

130. ТТ.=Р—"Р = 1 8 , 1 ; В=83°58'28". 
131. 2 £ 2 s i n 2 l / 4 ( а - 6 ) : eos »/2 (а—6). 
132. 9 cos 45° ctg22°5. 133. o = 2 s i n 4 ; a = 2 i ? s i n B , 
134. Отношеше площ. Д-овъ равно отношешю основашй; пусть одно 

4а, другое 5а; высота большаго делить основаше на части V 2 а 
и 41/2а; им. / i = V = « t g 4 6 = 4 ' ; 2 a t g a ; . 

135. a = l 1,79, 6=22,776 . 136. 10,036 и 3,18. 
137. 4=43°42 '52" , отыскать высоту. 
138. Пусть х—уголъ между д1аг. и болыл. основ.; tgcr= 4 2 /5c>. 
139. х и у— углы д1'агоналей съ больш. основ.; 100s in« /=80 sin ж; 

c t g £ = c t g z / = c t g 8 0 ° - c t g 47 С 1Г25"; 38,288; 93,905. 
140. 87,57; 68,954. 141. .40=116,238. 
142. 0 4 = 5 , 6 8 7 9 , L 0C/L= 30 ;38'20". 
143. 81,9 и 49,1. 144. 210,91 и 522,025 
146. Найти АС; применить свойство отръзковъ пересекающихся 

2 R cos а 
Х 0 Р Д Ъ ' 3 s i n V , - M • 

149. 23 с34'5". 154. { ctg \ .164. ж = 0 , »/ 21^3,—Уз. 
165- tgx^/i—n. 166. , т = н - - | - 1 / б ~ ( — 1 ) " 

А Воявовъ. Пряыолвн. трвговом. 8 
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